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Роздiл 1

Вступ в теорiю мов
програмування

Присвячується пiонерам
формальної школи фiлософiї

Фреге, Расселу, Вайтхеду,
Геделю, Гiльберту, Каррi,

Чорчу

У вступi розказується про новий формальний пiдхiд до математичної
верифiкацiї i спробу автора у цiй парадигмi побудувати замкнену
унiфiковану систему формальних мов для програмування, математики
i фiлософiї. В процесi розробки моделi такої системи автору довелося
апробувати частини її iмплементацiї для головних SML-подiбних
формальних академiчних мов, мови Erlang i iнших (загалом 7 мов). За
10 рокiв автором було проаналiзованi синтаксис i семантика основних мов
програмування (бiльше 50 мов) з рiзних промислових i академiчних доменiв,
8 мов з яких були особисто реалiзованi автором. В роботi описанi 8 мов
унiфiкованої мовної системи (концептуальна модель) i представленi 2 їх
iмплементацiї.

Головним чином, натхнення було почерпнуте з LISP-машин минулого,
APL-систем, перших систем доведення теорем таких як AUTOMATH,
вiртуальних маших паралельної i узгодженої обробки нескiнченних
процесiв, таких як BEAM, кубiчних MLTT-пруверiв.

Вступне слово

Якщо говорити про математичну логiку, формальну математику,
формальнi методи, то основоположниками цих теорiй можно вважати
Бертрана Рассела i Альфреда Норта Вайтхеда, зокремаїх роботу Prin-
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8 Роздiл 1. Вступ в теорiю мов програмування

cipia Mathematica, де будується формально теорiя множин i доводиться
твердження 1+1=2. Пiзнiше методи i предмет лябда-числення були
розробленi Хаскелем Каррi i Алонсо Черчем, а теорема Геделя про
неповноту до цих пiр знаходить своє вiдображення в iнфiнiтi-топосах та у
злiченних всесвiтах сучасних пруверiв.

Зараз формальнi методи верифiкацiї та вiдповiдно теорiї на яких вони
побудованi є актуальними засобами забезпечення математичної якостi
та гарантiй для розробки не тiльки програмного забезпечення, але i
математики, i, навiть, формальної фiлософiї.

1.1 Актуальнiсть роботи

Обґрунтування вибору теми дослiдження зобумовлене високою цiною
помилок в складних системах.

Основнi вiдомi приклади високої цiни помилок в iндустрiї програмного
забезпечення: 1) Mars Climate Orbiter (1998), помилка1 невiдповiдностi
типiв британської метричної системи, коштувала 80 мiльйонiв фунтiв
стерлiнгiв. Невдача стала причиною переходу NASA2 повнiстю на метричну
систему в 2007 роцi. 2) Ariane Rocket (1996), причина3 катастрофи —
округлення 64-бiтного дiйсного числа до 16-бiтного. Втраченi кошти на
побудову ракети та запуск 500 мiльйонiв доларiв. 3) Помилка в FPU в
перших Pentium (1994), збитки на 300 мiльйонiв доларiв. 4) Помилка4 в SSL
(heartbleed), оцiненi збитки у розмiрi 400 мiльйонiв доларiв. 5) Помилка
у логiцi бiзнес-контрактiв EVM (неконтрольована рекурсiя), збитки 50
мiльйонiв, що привело до появи верифiкаторiв та валiдаторiв контрактiв5, 6.
Бiльше того, i найголовнiше, помилки у програмному забезпеченнi можуть
коштувати життя людей.

Таким чином зросла популярнiсть формальних мов з типизацiєю, якi
дають певнi гарантiї на стадiї компiляцiї, витрачаючи при цьому небагато
часу на специфiкацiї. Пiонер у цьому класi мов — Standard ML та ML-
подiбнi мови.

Пiзнiше, бiльш загально, Системи Жирара F та Fω стали промисловим
стандартом де-факто. Усi сучаснi мови для популярних вiртуальних машин
та середовищ виконання намагаються бути близькими до цих типових
систем. Для JVM iснує мова Scala, але перша формальна мова для JVM

1Mars Climate Orbiter Mishap Investigation Board Phase I Report November 10, 1999.
https://llis.nasa.gov/llis_lib/pdf/1009464main1_0641-mr.pdf

2National Aeronautics and Space Administration, нацiональна адмiнiстрацiя
аеронавтики та космосу США

3ARIANE 5 Flight 501 Failure,
http://www-users.math.umn.edu/~arnold/disasters/ariane5rep.html

4The Matter of Heartbleed.
http://mdbailey.ece.illinois.edu/publications/imc14-heartbleed.pdf

5Vandal: A Scalable Security Analysis Framework for Smart Contracts,
https://arxiv.org/pdf/1809.03981.pdf

6Short Paper: Formal Verification of Smart Contracts,
https://www.cs.umd.edu/~aseem/solidetherplas.pdf

https://llis.nasa.gov/llis_lib/pdf/1009464main1_0641-mr.pdf
http://www-users.math.umn.edu/~arnold/disasters/ariane5rep.html
http://mdbailey.ece.illinois.edu/publications/imc14-heartbleed.pdf
https://arxiv.org/pdf/1809.03981.pdf
https://www.cs.umd.edu/~aseem/solidetherplas.pdf
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був порт Standard ML — MLj7. Для CLR iснує мова F#. Мова Haskell
поставляється разом з середовищем виконання GHC. Усi цi мови так чи
iнакше пов’язанi з системами Жирара.

Цiна помилок в математичних доведеннях теж актуальна та дотична до
теми цiєї роботи — формальної верифiкацiї. Особливо великi доведення якi
складаються з багатьох сотень сторiнок вимагають ретельної та кропiткої
роботи рецензентiв, що може бути замiнено формальними доведеннями на
мовах для доведення теорем.

1.2 Формалiзована постановка задачi
За допомогою спектрального розкладення на елементарнi мови, якi
репрезентують певнi типи та описуються сигнатурами iзоморфiзмiв,
будується єдиний погляд на еволюцiю мови та її покомпонентний аналiз.
Також автор зазирнув у спектр мов, якi доречно використовувати як мови
нижнього рiвня (системне програмування) для програмування середовища
виконання.

Пiсля 5 рокiв цього дослiдження, виконавши у виглядi вправ декiлька
iмплементацiй мов, було прийнято рiшення формально оформити всю
роботу згiдно академiчних нормативiв. Тому в цiй секцiї дається
формальна постановка задачi, яка складається з опису об’єкту та предмету
дослiдження, мети, цiлей та завдань. Дається головна мотивацiя та аналiз
результатiв.

1.2.1 Наукова новизна
Починаючи з перших пруверiв 60-х рокiв таких як AUTOMATH,
пiзнiших систем Жирара System F та сучаснi фiбрацiйнi системи з
залежними типами мови програмування та системи типiв пройшли значний
шлях. Сучаснi теорiї типiв присвяченi формалiзацiї вищої математики,
гомотопiчної теорiї, симплiцiальної геометрiї. А системи програмування
абсорбували теорiї паральних процесiв Мiлнера та формалiзацiю лiнiйних
типiв якi маються застосування також до квантових обчислень та
формалiзацiї теоретичної фiзики. Такий сучасний стан наукової розробки
теми.

Дана робота ґрунтується на гомотопiчнiй теорiї типiв для потреб
математичних мовних засобiв, а всi промiжнi системи типiв, такi як системи
Жирара — для виробництва. Також, ця робота розказує про сучаснi
середовища виконання, якi здатнi працювати без операцiйних систем та
реалiзують свої систем розподiлу часу (планувальники).

Iнновацiя роботи полягає в побудовi унiкальної замкненої системи яка
складається з: 1) системного програмного забезпечення — модального
середовища виконання разом з iнтерпретатором написаним на формальнiй
мовi, разом з базовою бiблiотекою та архiтектурою прикладного

7https://www.dcs.ed.ac.uk/home/mlj/

https://www.dcs.ed.ac.uk/home/mlj/
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програмування N2O.DEV; 2) прикладного програмного забезпечення —
системи вищих формальних мов, для яких надано моделi, iмплементацiї та
базова бiблiотека разом з математичними компонентами.

У цiй роботi представленi двi конфiурацiї мовних систем, та три вектора
атаки для їх дослiдження. Перша атака — це побудова замкненої системи
мов для компiляцiї в середовище виконання вiртуальної машини BEAM
що входить до складу Erlang/OTP. Друга атака — це побудова власної
вiртуальної машини CPS, яка пропонує бiльш формальну та сучасну модель
обчислень. Третя атака — це побудова вищих мов. Четверта атака — це
побудова бiблiотеки вищих мов.

Табл. 1.1: Класифiкацiя мов програмування
Домен Мови програмування
HW VHDL, Verilog, Clash, Chisel, SystemC, Lava, BSV
ASM PDP-11, VAX, S/360, M68K,

PowerPC, MIPS, SPARC, Super-H
Intel, ARM, RISC-V

ALG C, BCPL, ALGOL, SNOBOL, Simula,
Pascal, Oberon, COBOL, PL/1

ML SML, Alice ML, OCaml, UrWeb, Flow, F#
PURE HOPE, Miranda, Clean, Charity, Joy, Mercury, Elm, PureScript
Fω Scala, Haskell, 1ML, Plutus
MACR LISP, Scheme, Clojure, Racket, Dylan, LFE, CL

Nemerle, Nim, Haxe, Perl, Elixir
OOI Simula, Smalltalk, Self, REBOL, Io

JS, Lua, Ruby, Python, PHP, TS, Java, Kotlin
CMP C++, Rust, D, Swift, Fortran
SHELL PowerShell, TCL, SH, CLIPS, BASIC, FORTH
SVC IDL, SOAP, ASN.1, GRPC
MARK TeX, PS, XML, SVG, CSS, ROFF, OWL, SGML, RDF, SysML
LOGIC AUT-68, ACL2, LEGO, ALF, Prolog

CPL, Mizar, Dedukti, HOL, Isabelle, Z
ΠΣ Coq, F*, Lean, NuPRL, ATS, Epigram,

Cayenne, Idris, Dhall, Cedile, Kind
HoTT Menkar, Cubical, yacctt, redtt, RedPRL, Arend, Agda
CHKR TLA+, Twelf, Promela, CSPM
PAR Ling, Pony, Erlang, BPMN, Ada, E, Go, Occam, Oz
ARR Julia, Wolfram, MATHLAB, Octave, Futhark, APL

SQL, cg, Clarion, Clipper, QCL, K, MUMPS, Q, R, S, J, O



1.2. Формалiзована постановка задачi 11

1.2.2 Об’єкт та предмет дослiдження

Об’єктом дослiдження в широкому сенсi є множина всiх формальних мов,
систем доведення теорем та можливих зв’язкiв мiж ними.

Бiльш розширено, формально, об’єктом дослiдження данної роботи є:
1) системи верифiкацiї програмного забезпечення; 2) системи доведення
теорем; 3) мови програмування; 4) операцiйнi системи, якi виконують
обчислення в реальному часi; 5) їх поєднання, побудова формальної системи
для унiфiкованого середовища, яке поєднує середовище виконання та
систему верифiкацiї у єдину систему мов та засобiв.

Повна класифiкацiя об’єктiв дослiдження була зроблена в рамках
проекту «Енциклопедiя Мов Програмування», де була зроблена спроба
надати формальну БНФ-нотацiю для тих мов, для яких це не було ще нiколи
не зроблено (наприклад для APL-подiбної мови K).

Предмет дослiдження у широкому сенсi — формальнi моделi
функцiональних мов програмування з формальною семантикою. Предмет
дослiдження у вузькому сенсi — формальнi системи Жирара, лямбда-
куб Барендрегта та гомотопiчнi системи, їх категорнi моделi, що мiстять
вичерпнi математичнi властивостi.

Семантику мов, або властивостi мовних категорiй, що є предметом
дослiдження вивчає предмет теорiя типiв. Предметом та методом
дослiдження такої системи мов є теорiя типiв, як сучасний фундамент
математики, який стисло та компактно представляє обчислювальне ядро
не тiльки теорiї множин, але i теорiї категорiй, алгебраїчної топологiї та
дифференцiальної геометрiї.

Теорiя типiв вивчає обчислювальнi властивостi мов та видiлилася в
окрему науку Пером Мартiном-Льофом як запит на вакантне мiсце у
трикутнику теорiй, якi вiдповiдають iзоморфiзму Каррi-Говарда-Ламбека
(Логiки, Мови, Категорiї).

Лямбда-куб Барендрегта як карта предмету

Предметом та методом дослiдження такої системи мов є теорiя типiв, як
сучасний фундамент математики, який стисло та компактно представляє
обчислювальне ядро не тiльки теорiї множин, але i теорiї категорiй,
алгебраїчної топологiї та дифференцiальної геометрiї.

Хенк Барендрегт як автор лямбда кубу, системи формальних моделей
якi поєднують та класифiкують усi лямбда числення в залежностi вiд
рiзного набору чотирьох формул ⋆ : ⋆, ⋆ : □, □ : □, □ : ⋆. Усi типизованi мови
програмування, включаючи PTS (CoC, System Pω, або чиста система), яка
є ядром усiх пруверiв, потрапляють у лямбда куб.
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λω λPω

λ2 λP2

λω λPω

λ→ λP

Теорiя типiв вивчає обчислювальнi властивостi мов та видiлилася в
окрему науку Пером Мартiном-Льофом як запит на вакантне мiсце у
трикутнику теорiй, якi вiдповiдають iзоморфiзму Каррi-Говарда-Ламбека
(Логiки, Мови, Категорiї).

1.2.3 Мотивацiя та мета дослiдження

Одна з причин низького рiвня впровадження у виробництво систем
верифiкацiї — це висока складнiсть таких систем. Складнi системи
верифiкуються складно. Ми хочемо запропонувати спрощений пiдхiд до
верифiкацiї — оснований на концепцiї компактних та простих мовних ядер
для створення специфiкацiй, моделей, перевiрки моделей, доведення теорем
у теорiї типiв з кванторами.

Головна мотивацiя цiєї роботи — пошук єдиної мови або мовної системи,
що здатна стати унiфiкованою мовою, яка пропонує аналогiчний спрощений
формальний спосiб програмування та доведення теорем.

Кожен iнститут чи компанiя iнвестує в одну певну мову, для
зосередження зусиль на одному проектi. Особливiсть цiєї роботи полягає
в побудовi унiфiкованої системи, яка комплексно пiдходить до вирiшення
проблеми розширення мовних ядер, та їх обчислювачiв. Ця робота пропонує
замкнений фреймворк, який складається з мiнiмальної системи мов, що
покриваються максимальну кiлькiсть мовних синтаксисiв та семантик.

Крiм того, попереднi дослiдники зосереджувались на побудовi
системних бiблiотек для певного середовища виконання та асоцiйованих
з ним вищих мов (з вiдповiдними бiндiнгами). На вiдмiну вiд
фокусних дослiджень, ця робота пропонує мультимовний пiдхiд, де ми
зосереджуємося на побудовi моделi, яка буде вбудовуватися з мiнiмальними
зусиллями в основнi аглебраїчнi мови. У таблицi 0.2 показується можливий
ландшафт атаки мовних систем якi можна вважати аналогiчними
пiдходами до побудови не тiльки замкненого життєвого циклу мовного
забезпечення, але i системи вiртуалiзацiї.
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Метою цього дослiдження є побудова єдиної системи, яка поєднує
формальне середовище виконання та систему верифiкацiї програмного
забезпечення з великим спектром мовних засобiв, якi допомагають
вбудувати в себе максимальну кiлькiсть iснуючих мов. Це прикладне
дослiдження, яке є сплавом фундаментальної математики та iнженерних
систем з формальними методами верицiкацiї.

1.2.4 Цiлi та завдання дослiдження
Головними цiлями цього дослiдження є побудова мiнiмальної системи
мовних засобiв для побудови ефективного циклу верифiкацiї програмного
забезпечення та доведення теорем. Основнi компоненти системи, як
продукт дослiдження: 1) верифiкований iнтерпретатор безтипового лямбда
числення; 2) компактне ядро — система з однiєю аксiомою; 3) мова
з iндуктивними типами; 4) мова з гомотопiчним iнтервалом [0, 1]; 5)
унiфiкована базова бiблiотека; 6) бiблiотека математичних компонент.

Завданням цього дослiдження є iмплементацiя (апробацiя) специфiкацiї
системи мов на рiзних мовах програмування та типових системах. Для цього
проводився аналiз усiх iснуючих мов програмування (близько 2000), якi
детально прокатегоризованi в «Енциклопедiї Мов Програмування».

Табл. 1.2: Ландшафт атаки
Мова Чиста мова Iмплементацiя Середовище Вiртуалiзацiя
Henk PTS Erlang BEAM VM LING/Xen
Per MLTT Erlang BEAM VM LING/Xen
Henk PTS Per BEAM VM LING/Xen
Christine MLTT Per BEAM VM LING/Xen
Alonzo STLC OCaml native Mirage/Xen
Henk PTS (CoC) OCaml native Mirage/Xen
Errett MLTT-72 OCaml native Mirage/Xen
Per MLTT-75 OCaml native Mirage/Xen
Giovanni MLTT-80 OCaml native Mirage/Xen
Frank CoC + CIC OCaml native Mirage/Xen
Christine CIC + Prop OCaml native Mirage/Xen
Anders HTS OCaml native Mirage/POSIX
Fabien A1-HoTT OCaml native Mirage/POSIX
Dan ∞-HoTT (GAP) OCaml native Mirage/POSIX
Jack ΣΩ-TT OCaml native Mirage/POSIX
Urs ♭♯-HoTT OCaml native Mirage/POSIX

Сiрим кольором показанi мови з екстракцiєю програм для української вiртуальної
машини BEAM яка сумiсна з байт-кодом Ericsson.
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1.2.5 Методи дослiдження

Iснує багадо пiдходiв для формальної специфiкацiї, верифiкацiї та валiдацiї,
усi вони даються у роздiлi 1, де обгрунтувується вибiр методу моделювання
з використанням мови з залежними типами (теорiї типiв Мартiна-Льофа).
Для разкриття семантки цього методу використовується категорний метод
та категорiальна логiка — теорiя топосiв. Теорiя категорiй довела свою
кориснiсть не тiльки для математики8, але i для програмного забезпечення9

Табл. 1.3: Категорнi моделi теорiй типiв
Модель Позначення
Локальнi декартово-замкненi категорiї Сiлi LCCC
Обширнi категорiї Гротендiка CompCat
Природнi моделi Еводi NatMod
Категорiї з сiмействами Диб‘єра CwF
Категорiї з атрибутами CwA
D-Категорiї Картмела DCat
Контекстуальнi системи Воєводського C-Systems

1.2.6 Формальне середовище виконання

В рамках розробленого фреймворку будується архiтектура системи
доведення теорем та обчислювального середовища (яке складається з
верифiкованого засобами Rust iнтерпретатора та операцiйної системи,
подiбно до Erlang, але без надлишкових копiювань), яке побудовано за
сучасними стандартами: 1) вiдсутнiсть системи управлiння пам’ятi у
реальному часi (тiльки на стадiї компiляцiї); 2) автоматична векторизацiя за
допомогою AVX iнструкцiй (тензорне ядро); 3) данi нiколи не копiюються;
4) в системi немає очiкування та даремного витрачання ресурсiв; 5) лiнiйний
лямбда-iнтерпретатор, програми якого помiщаються в L1 кеш процесора.

Також додається модель базової бiблiотеки середовища виконання для
мов Erlang та Hamler, яка пройшла апробацiю в пiдприємствах, державних
IТ-компанiях та органах виконавчої влади.

1.2.7 Модальна гомотопiчна система верифiкацiї

Чиста мова з однiєю аксомою дається як перша мова системи вищих мов
пiсля просто-типiзованого лямбда-числення. Далi надається мова класу
MLTT та базова бiблiотека для екстракцiї у цiльовi рантайми BEAM
та CPS. I уже пiсля цього, надається гомотопiчна мова з вiдрiзком де
Моргана, яка сумiсна з кубiчним верифiкатором CCHM, в якому аксiома
унiвалентностi Воєводського має конструктивну iнтерпретацiю, це наша

8Близько 10 робiт медалiстiв премiї Фiлдса грунтуються на категорних методах
9Категорнi бiблiотеки таких мов як Haskell, Scala тощо.
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авторська варiацiя cubicaltt авторства Андерса Мортберга (2017). Також
надається спектральна модель категорiй цих мов.

Модальнi гомотопiчнi системи типiв та системи типiв у зв’язаних
топосах є сучасним поглядом на конструктивну математику на шляху
до формалiзацiї модальностей, потрiбних для iнфiнiтезiмальних околiв та
теорем про нескiнченно малi величини, що є вимогами диференцiальної
геометрiї та алгебраїчної топологiї.

1.2.8 Еквiварiантна супер-гомотопiчна система
Додавання модальностей як системи операторiв до гомотопiчної
системи дає змогу дуже елегантно доводити теореми вищої геметрiї,
диференцiальної топологiї, диференцiальної геометрiї, супергеометрiї.
Фiнальний аккорд — це побудова формальної М-теорiї (спiльна робота
Урса Шрайбера з Хiшамом Сатi в Нью-Йоркському Унiверситетi в Абу
Дабi). Урс побудував вежу модальностей якi вилаштовуються в дiагональ
спряжень, i чи має ця вежа кiнець — вiдкрите питання в новоспеченiй
модальнiй гомотопiчнiй теорiї.

Фiнальна або термiнальна гомотопiчна система типiв включає в
себе примiтивнi модальностi, модальностi для диференцiальної топологiї
(ретопологiзацiя та топологiзацiя) — шейп модалiтi, флет (бемоль) модалiтi,
шарп (дiєз) модалiтi, модальностi для диференцiальної геометрiї (Im та Re
модальностi), фiзичнi бозоннi та фермiоннi модальностi. Далi система
насичується та стабiлiзується (вiдкрите питання). Система типiв яка
включає усi види iснуючих модальностей, що застосовуються у теоретичнiй
фiзицi називається еквiварiантною модальною супер-гомотопiчною
системою (Урс Шрайбер). Цей напрямок роботи є постдисертацiйним.
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1.3 Практичнi результати
В рамках цього дослiдження були досягнутi наступнi промiжнi практичнi
результати: 1) проаналiзованi та класифiкованi всi мови програмування,
оформленi у виглядi «Енциклопедiї Мов Програмування»10, що дозволяють
виконати промiжнi цiлi та головне завдання дослiдження — створення
мiнiмальної системи мов для побудови унiфiкованої системи для
програмування та доведення теорем, яка складається з мов середовища
виконання та серiї вищих мов; 2) розроблений прототип середовища
виконання CPS який пiдтримує iмутабельнi черги та AMP/SMP
планування, мiстить лiнивий iнтерпретатор, та пiдтрмує числення
процесiв, реалiзовано на мовi Rust з лiнiйними типами, для якої iснує
формальна модель11 3) розроблена вища мова програмування Henk з
екстрактом в байт-код вiртуальної машини BEAM; 4) розроблена базова
бiблiотека N2O.DEV середовища виконання для вiртуальної машини
BEAM зi специфiкацiєю в мовi Per; 5) розроблена базова бiблiотека та
бiблiотека математичних компонент для вищої модальної гомотопiчної
мови програмування Anders.

1.3.1 Основнi результати
Автор особисто створили моделi та iмплементацiї формального середовища
виконання, бiблiотеки середовища виконання, декiлькох верифiкаторiв та
базової бiблiотеки як приклади використання та моделювання системи
доведення теорем. Автор також розробили курс гомотопiчної теорiї
типiв, на якому здiйнюється формалiзацiя певних роздiлiв математики
(теорiя категорiй, рiзнi частини алгебраїчної топологiї та диференцiальної
геометрiї).

Окрiм того, створено сайти, присвяченi документацiї по базовiй
бiблiотецi середовища виконання 12, та по бiблiотецi системи вищих
мов для кубiчного верифiкатора гомотопiчної мови програмування 13.
Також частина моделей розроблений автором попала в апстрiм кубiчного
верифiкатора, як приклади використання.

10https://groupoid.github.io/languages
11https://arxiv.org/pdf/1804.07608.pdf
12https://n2o.dev/ua
13https://anders.groupoid.space/lib

https://groupoid.github.io/languages
https://arxiv.org/pdf/1804.07608.pdf
https://n2o.dev/ua
https://anders.groupoid.space/lib
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1.3.2 Продукт дослiдження
Не зважаючи на нетривiальну структуру результатiв, головним продуктом
цього дослiдження слiд вважати загальний пiдхiд описаний в цiй роботiй,
який можна звести до наступних рекомендацiй: 1) побудувати лiнивий
iнтерпретатор CPS нетипизованого лямбда числення разом з системою
процесiв та чергами повiдомлень на формальнiй мовi; 2) побудувати
мову числення конструкцiй PTS на формальнiй мовi з екстрактом у
лiнийвий iнтерпретатор; 3) побудувати мову системи F Жирара або
STLC для розробки базової бiблiотеки для лiнивого iнтерпретатора; 4)
побудувати базову бiблiотеку для лiнивого iнтерпретатора; 5) побудувати
iндуктивну мову програмування MLTT; 6) побудувати гомотопiчну мову
програмування HoTT; 7) побудувати базову бiблiотеку для гомотопiчної
мови; 8) побудувати бiблiотеку теорем формальної математики.

Цей пiдхiд закрiплюється формальною моделлю даною у роздiлi 2 та
далi розвивається у наступних роздiлах. Таким чином, можна говорити,
що продукт цього дослiдження — це формальна специфiкацiя на систему
мов та трансформацiї мiж ними, яка виявилася цiкава не тiльки автору
дослiдження.

1.3.3 Апробацiя роботи
Апробацiї: 1) Вiдбулися виступи на двох мiжнародних конференцiях: MM-
CTSE, IAI; 2) Впровадження базової бiблiотеки середовища виконання в
державних компанiях ПриватБанк, IНФОТЕХ та органах влади МВС; 3)
Впровадження прототипу середовища виконання описаного в роботi, який
лiг в основу комерцiйного продукту.

1.3.4 Аналiз результатiв
Ретельне заглиблення в теорiю верифiкацiї призвело до компактифiкацiї
та покращення бiблiотеки середовища виконання. Пiсля апробацiї роботи
автор пересвiдчився в правильностi вибраної стратегiї.
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1.4 Структура роботи та публiкацiї
Якшо коротко суть роботи зводиться до побудови системи, яка складається
з: 1) середовища виконання; 2) формального iнтерпретатора; 3) системи
формальних мов для доведення теорем математики, програмної iнженерiї
та фiлософiї.

Формальна верифiкацiя
У роздiлi 1 дається огляд iснуючих рiшень для доведення властивостей
систем та моделей, класифiкуються мови програмування та системи
доведення теорем.

Концептуальна модель
У роздiлi 2 розглядається математична модель формальної системи,
яка умовно роздiляється на систему мов для системного програмування
(спектр мов середовища виконання) та систему мов для прикладного
програмування i програмування вищих логiк (спектр вищих мов). Час
дослiдження цього направлення припав на 2017-2018 роки.

Формальне середовище виконання
У роздiлi 3 розказується про повний стек формального програмного
забезпечення вiд вiртуальної машини, байт-код iнтерпретатора, середовища
виконання та планування процесiв. Час дослiдження цього направлення
припав на 2016-2017 роки.

У роздiлi 4 описується базова бiблiотека системи середовища виконання,
написана на мовi нижчого рiвня Erlang. Час дослiдження цього
направлення припав на 2013-2021 роки.
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Система верифiкацiї
У роздiлi 5 подається опис системи вищих формальних мов для доведення
теорем до кубiчної теорiї та гомотопiчної системи типiв. Час дослiдження
цього направлення припав на 2021-2023 роки.

У роздiлi 6 описується базова бiблiотека системи формальних мов,
iндуктивна та гомотопiчнi системи типiв для кубiчних тайпчекерiв. Час
дослiдження цього направлення припав на 2018-2021 роки.

Математичнi компоненти
У роздiлi 7 пропонується ряд математичних моделей та теорiй з
використанням базової бiблiотеки роздiлу 3 та мови гомотопiчної системи
типiв. Час дослiдження цього направлення припав на 2018-2021 роки.

Додатковi матерiали
У додатках надаються приклади iншого використання формальних мов
та моделей, зокрема для мiнiмальної формальної мови, побудованої в
рамках дисертацiї, та мови програмування Coq. А також дається приклад
використання гомотопiчної мови для формальної фiлософiї.

1.5 Подяка
У вступi хотiв би висловити подяку: 1) своїм тибетським гуру без
яких ця робота була би неможливою; 2) Андерсу Мортбергу та Хенку
Барендрегту; 3) двом вчителям старших класiв: геометру Панькову та
алгебраїсту Конету; 4) двом вчителям в унiверситетi: Клименко та Таран;
5) усiм контрiбюторам N2O.DEV14 та Groupoid Infinity15; 6) батькам; 7)
iншим вчителям; 8) усiм хоробрим людям з почуттям гiдностi, справжнiм
українцям.

14https://n2o.dev
15https://groupoid.space

https://n2o.dev
https://groupoid.space
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Роздiл 2

Огляд засобiв формальної
верифiкацiї

Присвячується вчителям
нiдерландської школи

Нiколасу де Брейну,
Хенку Барендрегту

та Барту Якобсу

Перший роздiл закладає теоретичний фундамент, оглядаючи сучасний
стан формальної верифiкацiї та визначаючи мiсце пропонованої
унiфiкованої системи формальних мов у цiй галузi.

Розглядаються ключовi концепцiї верифiкацiї та валiдацiї, формальнi
специфiкацiї, методи верифiкацiї, а також середовища виконання,
зосереджуючись на їхньому зв’язку з нашою метою: iнтеграцiєю
програмування, доведення теорем i формальної фiлософiї. Роздiл
завершується аналiзом мовних елементiв, кластеризованих за теорiєю типiв
Мартiна-Льофа, що слугують основою для подальших розробок.

Вступне слово

Формальна верифiкацiя як дисциплiна бере початок iз робiт Нiколаса
де Брейна, чия система AUTOMATH (1967) стала першим механiзмом
комп’ютеризованого доведення теорем у фiброванiй моделi. Хенк
Барендрегт розвинув цю iдею, створивши лямбда-куб — класифiкацiю
типових систем, де найвища вершина (Calculus of Constructions, CoC)
уможливила вищi формальнi мови.

У дисертацiї ми використовуємо CoC як базис для теоретичного
ядра, доповнюючи його вищими мовами для поглинання машинною
верифiкацiєю усiєї доступної математики. Система окрiм вищих мов

21
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мiстить обчислювальне середовище, яке побудовано на iнтерпретаторах
нетипiзованого лямбда числення i числення процесiв, а також на мовах
системи Жирара для програмування цього середовища.

2.1 Формальна верифiкацiя та валiдацiя

Для унеможливлення помилок на виробництвi застосовуються рiзнi методи
формальної верифiкацiї. Формальна верифiкацiя — доказ, або заперечення
вiдповiдностi системи у вiдношеннi до певної формальної специфiкацiї або
характеристики, iз використанням формальних методiв математики.

Дамо основнi визначення згiдно з мiжнародними нормами (IEEE, AN-
SI)1 та у вiдповiдностi до вимог Європейського Аерокосмiчного Агенства2.
У вiдповiдностi до промислового процессу розробки, верифiкацiя та
валiдацiя програмного забезпечення є частиною цього процесу. Програмне
забезпечення перевiряється на вiдповiднiсть функцiональних властивостей
згiдно вимог.

Процес валiдацiї включає в себе перегляд (code review), тестування
(модульне, iнтеграцiйне, властивостей), перевiрка моделей, аудит, увесь
комплекс необхiдний для доведення, що продукт вiдповiдає вимогам
висунутим при розробцi. Такi вимоги формуються на початковому етапi,
результатом якого є формальна специфiкацiя.

2.2 Формальна специфiкацiя

Для спрощення процесу верифiкацiї та валiдацiї застосовується
математична технiка формалiзацiї постановки задачi — формальна
специфiкацiя. Формальна специфiкацiя — це математична модель,
створена для опису систем, визначення їх основних властивостей, та
iнструментарiй для перевiрки властивостй (формальної верифiкацiїї) цих
систем, побудованих на основi формальної специфiкацiї.

Iснують два фундаментальнi пiдходи до формальних специфiкацiй:
1) Аглебраїчний пiдхiд, де система описується в термiнах операцiй, та
вiдношень мiж ними (або аналiтичний метод); 2) Модельно-орiєнтований
пiдхiд, де модель створена конструктивними побудовами, як то на базi
теорiї множин, чи iнкаше, а системнi операцiї визначаються тим, як вони
змiнюють стан системи (конструктивний, або синтетичний метод).

2.2.1 Програмне забезпечення

Найбiльш стандартизована та прийнята в областi формальної верификацiї
— це нотацiя Z3 (Spivey, 1992), приклад модельно-орiєнтованої мови.

1IEEE Std 1012-2016 — V&V Software verification and validation
2ESA PSS-05-10 1-1 1995 – Guide to software verification and validation
3ISO/IEC 13568:2002 — Z formal specification notation
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Назавана мова на честь Ернеста Цермело, роботи якого мали вплив
на фундамент математики та аксiоматику теорiї множин. Саме теорiя
множин, та логiка предикатiв першого порядку є теорiєю мови Z. Тут
також заслуговують уваги сесiйнi типи Кохея Хонди4, якi дозволяють
формалiзувати протоколи на рiвнi вбудованої теорiї типiв.

Iнша вiдома мова формальної специфiкацiї як стандарт для
моделювання розподiлених систем, таких як телефоннi мережi та
протоколи, це LOTOS5 (Bolognesi, Brinksma, 1987), як приклад
алгебраїчного пiдходу. Ця мова побудована на темпоральних логiках
та поведiнках залежниих вiд спостережень. Iншi темпоральнi мови
специфiкацiй, якi можна вiдзначити тут — це TLA+6, CSP (Hoare, 1985),
CCS7 (Milner, 1971), Actor Model, BPMN, etc.

2.2.2 Математичнi компоненти

Першi системи комп’ютерної алгебри були розробленi ще пiд PDP-6
та PDP-10, такi як MATHLAB (МIТ), iншi раннi системи: MACSY-
MA (Джоел Мозес), SCRATCHPAD (Ричард Дженкс, IBM), REDUCE
(Тони Хирн), SAC-I, пiзнiше SACLIB (Джорж Коллiнз), MUMATH
для микропроцессоров (Девiд Стоутмаєр) та пiзнiше DERIVE. Сучаснi
системи комп’ютерної алгебри: AXIOM послiдовних SCRATCHPAD (NAG),
MAGMA (Джон Кеннон, Сiднейський унiверситет), MUPAD (Бенно
Фуксштейнер, унiверситет мiста Падерборн). GAP (Joachim Neubüser,
RWTH Aachen, Kaiserslautern).

2.3 Формальнi методи верифiкацiї

Можна видiлити три пiдходи до верифiкацiї: 1) спецiалiзованi верифiкатори
моделей, або системи моделювання; 2) алгебраїчнi мови для синтетичних
моделей i глибокого вбудовування; 3) системи автоматичного доведення
теорем i синтезу програм (теорем).

2.3.1 Спецiалiзованi системи моделювання

Перший застосовується де вже є певна програма написана на конкретнiй
мовi програмування i потрiбно довести iзоморфнiсть цiєї програми до
доведеної моделi. Ця задача вирiшується у побудовi теоретичної моделi для
певної мови програмування, потiм програма на цiй мовi переводиться у
цю теоретичну модель i доводить iзоморфiзм цiєї програми у побудованiй
моделi до доведеної моделi.

4http://mrg.doc.ic.ac.uk/kohei/
5ISO 8807:1989 — LOTOS — A formal description technique based on the temporal order-

ing of observational behaviour
6The TLA+ Language and Tools for Hardware and Software Engineers
7J.C.M. Baeten. A Brief History of Process Algebra.

 http://mrg.doc.ic.ac.uk/kohei/
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Приклади таких систем та пiдходiв: 1) VST (CompCert, сертифiкацiя C
програм); 2) NuPRL (Cornell University, розподiленi системи, залежнi типи);
3) TLA+ (Microsoft Research, Леслi Лампорт); 4) Twelf (для верифiкацiї
мов програмування); 5) SystemVerilog (для програмного та апаратного
забезпечення).

2.3.2 Мови з залежними типами та iндукцiєю

Другий пiдхiд можна назвати пiдходом вбудованих мов. Компiлятор основої
мови перевiряє модель закодовану у нiй же. Можливо моделювання
логiк вищого порядку, лiнiйних логiк, модальних логiк, категорних та
гомотопiчних логiк. Процес специфiкацiї та верифiкацiї вiдбувається в
основнiй мовi, а сертифiкованi програми автоматично екстрагуються в
довiльнi мови.

Приклади таких систем: 1) Coq побудована на мовi OCaml вiд науково-
дослiдного iнституту Францiї INRIA; 2) Agda побудованi на мовi Haskell вiд
шведського iнституту технологiй Чалмерс; 3) Lean побудована на мовi C++
вiд Microsoft Research та Унiверсистету Каргенi-Мелона; 4) F* – окремий
проект Microsoft Research.

Зараз другий пiдхiд доповнився гомотопiчними мовами, де верифiкацiя
вiдбувається з використанням гомотопiчної логiки.

Приклади гомотопiчних систем: 1) cubicaltt — 8CCHM iмплементацiя
авторства Андерса Мортберга кубiчної теорiї типiв Сiмона Губера; 2)
yacctt — ще одна декартова кубiчна теорiя 9ABCFHL; 3) Agda –cubical
— вбудований кубiчний тайпчекер в Агду; 4) Lean — Lean також має
вбудований кубiчний тайпчекер; 5) RedPRL — кубiчна iмплементацiя
декартової кубiчної теорiї ABCFHL; 6) Anders — кубiчне розширення
MLTT-80 з двома видами всесвiтiв та Im модальнiстю.

2.3.3 Системи автоматичного доведення теорем

Третiй пiдхiд полягає в синтезi конструктивного доведення для формальної
специфiкацiї. Це може бути зроблено за допомогою асистентiв доведення
теорем, таких як HOL/Isabell, Coq, ACL2, або систем розв’язку задач
виконуваностi формул в теорiях (Satisfiability Modulo Theories, SMT).

Першi спроби пошуку формального фундаменту для теорiї обчислень
були покладенi Алонзо Черчем та Хаскелем Каррi у 30-х роках 20-го
столiття. Було запропоноване лямбда числення як апарат який може
замiнити класичну теорiю множин та її аксiоматику, пропонуючи при
цьому обчислювальну семантику. Пiзнiше в 1958, ця мова була втiлена у
виглядi LISP лауреатом премiї Тюрiнга Джоном МакКартi, який працював
в Прiнстонi. Ця мова була побудована на конструктивних примiтивах,

8Cyril Cohen, Thierry Coquand, Simon Huber, Anders Mörtberg. Cubical Type Theory: a
constructive interpretation of the univalence axiom. 2015. https://5ht.co/ctt.pdf

9Carlo Angiuli, Brunerie, Coquand, Kuen-Bang Hou (Favonia), Robert Harper, Dan Licata.
Cartesian Cubical Type Theory. 2017. https://5ht.co/cctt.pdf

https://5ht.co/ctt.pdf
https://5ht.co/cctt.pdf
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якi пiзнiше виявилися компонентами iндуктивних конструкцiй та були
формалiзованi за допомогою теорiї категорiй Вiльяма Лавiра. Окрiм LISP,
нетипiзоване лямбда числення манiфестується у такi мови як Erlang,
JavaScript, Python. До цих пiр нетипiзоване лямбда числення є одною з
мов у яку робиться конвертацiя доведених программ (екстракцiя).

Iсторiографiя фiбрацiйних математичних пруверiв бере свiй початок
з Нiдерландiв. Перший математичний прувер AUTOMATH (i його
модифiкацiї AUT-68 та AUT-QE), який був написаний для комп’ютерiв
розроблявся пiд керiвництвом де Брейна у 1967 роцi. У цьому пруверi
був квантор загальностi та лямбда функцiя, таким чином, це був перший
прувер, побудований на засадах iзоморфiзма Каррi-Говарда-Ламбека. В
рамках проєкту AXIO/1 була розроблена мова Henk на мовах Erlang та
OCaml.

ML/LCF або метамова i логiка обчислювальних функцiй були
наступним кроком до осягнення фундаментальної мови простору, тут
вперше з’явилися алгебраїчнi типи даних у виглядi iндуктивних типiв,
полiномiальних функторiв або термiнованих (well-founded) дерев. Роберт
Мiлнер, асистований Морiсом та Н’ювi розробив Метамову (ML), як
iнструмент для побудови прувера LCF. LCF був основоположником у
родинi пруверiв HOL88, HOL90, HOL98 та останньої версiї на даний час
HOL/Isabell. Пiзнiше були побуванi категорнi моделi Татсоя Хагiно (CPL10,
Японiя) та Робiна Кокета (Charity11, Канада).

У 80-90 роках були створенi iншi системи автоматичного доведення
теорем, такi як Mizar (Трибулєк, 1989). PVS (Оур, Рушбi, Шанкар, 1995),
ACL2 на базi Common Lisp (Боєр, Кауфман, Мур, 1996), Otter (МакКюн,
1996).

2.4 Формальнi мови та середовища виконання
Усi середовища виконання можна умовно роздiлити на два класи:
1) iнтерпретатори нетипiзованого або просто типiзованого (рiдше з
бiльш потужними системами типiв), лямбда числення з можливими
JIT оптимiзацiями; 2) безпосередня генерацiя iнструкцiй процессора
i лiнкування цiєї програми з середовищем виконання що забезпечує
планування ресурсiв (в цiй областi переважно використовується System
F типiзацiя).

До першого класу можна вiднести такi вiртуалнi машини та
iнтерпретатори як Erlang (BEAM), JavaScript (V8), Java (HotSpot), K (Kx),
PHP (HHVM), Python (PyPy), LuaJIT та багато iнших iнтерпретаторiв.

До другого класу можна вiднести такi мови програмування: ML, OCaml,
Rust, Haskell, Pony. Часто використовується LLVM як спосiб генерацiї
програмного коду. Rust використовує промiжну мову MIR над LLVM
рiвнем. Побудова верифiкованого компiлятора для такого класу систем

10https://web.sfc.keio.ac.jp/~hagino/thesis.pdf
11https://github.com/devaspot/charity

https://web.sfc.keio.ac.jp/~hagino/thesis.pdf
https://github.com/devaspot/charity
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виходить за межi цього дослiдження. Нас тут буде цiкавити лише вибiр
найкращого кандидата для середовижа виконання.

Нiйбiльш цiкавi цiльовi платформи для виконання программ якi
побудованi на основi формальних доведень для нас є OCaml (тому, що
це основна мова екстракту для промислової системи доведення теорем
Coq), Rust (тому, що рантайм може бути написаний без використання
смiттєзбiрника), Erlang (тому, що пiдтримує неблоковану семантику π-
числення) та Pony (тому, що семантика його π-числення побудована на
iмутабельних чергах та CAS-курсорах).

2.4.1 Формальнi iнтерпретатори та ОС

Перший прототип, рантайм OCPS – лiнивий векторизований iнтерпретатор
(пiдтримка SSE/AVX iнструкцiй) та система управлiння ресурсами з
планувальником лiнивих програм та системою черг i CAS курсорiв у якостi
моделi π-числення. Розглядалося також використання ядра L4 на мовi С,
верифiкованого за допомогою HOL/Isabell, у якостi базової операцiйної
системи. В рамках проєкту AXIO/1 назва цiєї мови — Bob.

Наступна версiя OCPS або подальшi дослiдження верифiкованих
iнтерпретаторiв будуть базуватися на результатах таких дослiджень як
CoqASM12 та Verified LISP Interpreter13. В рамках проєкту AXIO/1 назва
цiєї мови — Joe.

2.4.2 Формальний ввiд-вивiд

Другий прототип побудований на базi coq.io, що дозволяє використовувати
бiблiотеки OCaml для промислового програмування в Coq. У цiй роботi
ми формально показали i продемонстрували коiндуктивний шел та вiчно
працюючу тотальну програму на Coq. Ця робота проводилася в рамках
дослiдження системи ефектiв для результуючої мови програмування.

2.4.3 Чистi системи типiв

Третiй прототип – побудова тайпчекера та ектрактора у мову Erlang
та CPS. Ця робота представлена у виглядi PTS тайпчекера Henk, який
вистує у ролi промiжної мови для повної нормалiзацiї лямбда термiв.
В роботi використане нерекурсивне кодування iндуктивних типiв та
продемонстрована теж бескiнечна тотальна программа у якостi способу
лiнкування з пiдсистемою вводу-виводу вiртуальної машини Erlang. В
доповнення до iснуючих iмплементацiй CoC на Haskell (Morte).

12http://nickbenton.name/coqasm.pdf
13https://www.cl.cam.ac.uk/~mom22/tphols09-lisp.pdf

http://nickbenton.name/coqasm.pdf
https://www.cl.cam.ac.uk/~mom22/tphols09-lisp.pdf


2.5. Висновки 27

2.4.4 Гомотопiчнi системи типiв
Четвертий прототип — iмплементацiя першого кубiчного верифiкатора на
мовi Erlang в доповнення до iснуючих ССHM (Erlang, Haskell), ABCFHL
(Haskell,OCaml).

2.5 Висновки
Як результат цього роздiлу, було дослiджено: 1) усi системи доведення
теорем; 2) формальнi мови програмування; 3) системи верифiкацiї; 4)
формальнi середовища виконання.

Та встановлено, що усi такi системи є носiями мовних елементiв якi
згiдно теорiї типiв Мартiна-Льофа можна кластеризувати по наступним
мовам, кожна з яких репрезентує правила типу: 5) Oλ — нетипизоване λ-
числення Чорча; 6) Oπ — числення процесiв, CCS, CSP або π-числення
Мiлнера; 7) Oµ — тензорне числення та векторизацiя (MatLab, Julia, kx, J);
8) OΠ — числення конструкцiй (функцiональна повнота); 9) OΣ — числення
контекстiв (контекстуальна повнота); 10) O= — теорiя типiв Мартiна-Льофа
(логiка); 11) OW — числення iндуктивних конструкцiй (матiндукцiя); 12) OI

— гомотопiчна система типiв (формальна математика).
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Роздiл 3

Спектральна категорiя мов
формальної верифiкацiї

Присвячується автору першої
дисертацiї з гомотопiчноїї теорiї
типiв

Майклу Уорену

Другий роздiл описує розвиток концептуальної моделi системи
доведення теорем на основi спектральної моноїдальної категорї з
гомотопiчною структурю як сукупностi:

1) категорiй, якi розкривають семантику конкретної теорiї типiв (мови
програмування) як синтаксису, або є її метатеорiєю; 2) моноїдальнi
теорiї для манiпуляцiї мовними синтаксисами та програмами (мовнi
категорiї); 3) гомотопiчних мовних синтаксисiв, як вищих iндуктивних типiв
(CW-комплексiв) теорiї гомотопiй; 4) визначення когомологiй, як набору
трансформацiй мiж мовам, що зберiгають певнi iнварiанти (виразнiсть,
обчислювальну семантику); 5) використання конструкцiї Гротендiка для
аналiзу стабiльних властивостей мов; 6) загальний фреймворк спектральної
категорiї.

Ця концептуальна модель є сукупнiстю категорiй, що пропонує
фреймворк або стандарт на розробку та формалiзацiю формальних мов.
Усi мови програмування та їх моделi представленi за допомогою цього
фреймворка, пропонують сучасну математичну метатеоретичну основу для
мов програмування (iмплементацiї конкретних теорiй типiв).

В наступних роздiлах 3 та 5 присвячених теорiям типiв для
програмування та доведення теорем буде йтися виключно про теоретико-
типовi моделi, тобто мови програмування побудованi на конкретних
синтаксисах якi представленi iндуктивними типами.

Цей роздiл буде включати набiр моделей, якi використовуються для

29
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дослiдження категорної семантики типових систем. Теоретичнi засади
цього фiбрацiйного категорного фундаменту були закладенi Александром
Гротендiком в 1971 роцi.

3.1 Категорнi моделi мов

Категорнi засади залежної теорiї були побудованi Робертом Сiлi. [1].
Семантика залежної теорiї полiморфного лямбда-числення вищих порядкiв
вивчається локальними декартово замкненими категорiями (ДЗК) —
категорiями з кiнечними лiмiтами, де слайс-категорiї по будь-якому об’єкту
є декартово-замкненими.

Першi спрови побудови повної формальної категорної семантики теорiї
типiв були данi Томасом Страйхером в 1991 роцi [2]. Пiтер Диб’єр
запропонував категорну модель з сiмействами (Categories with Families,
CwF) в 1995 роцi [3], а також Мартiн Хофман показав, що цi категорiї
iзоморфнi категорiям з атрибутами (Categoties with Attributes, CwA) в 1997
роцi [4]. Стiв Еводi запропонував трохи модифiковану категорну доснiпову
модель теорiї типiв, яку назвав природньою моделлю теорiї типiв [5].

3.1.1 Вступне слово

Головною проблемою представлення категорної семантики теорiї типiв,
крiм доведення коректностi та повноти, є теорема про iнiцiальнiсть,
яка говорить, що iнiцiальними об’єктами в категорiї моделей системи
типiв повинна бути модель термiв. Таким чином, теорiї типiв пакуються
в категорнi моделi, якi мiстять усi необхiднi теореми пов’язанi з
когерентнiстью (яка була вирiшена в категорiях розширень[6]) усiх
композицiй, рiвняннями та властивостями нормалiзацiї та обчислень,
канонiчного представлення, тощо. Повна формальна iнiцiальна модель
MLTT була представлена на Agda лише в 2020 роцi за допомогою
алгебраїчної теорiї категорiй 1.

Генеалогiчна лiнiя передачi 2-категорного моделювання бере початок
з шостої глави SGA-1 лекцiй Александра Гротендiка 1971 [7]. В 1984
роцi Сiлi [1] опублiкував роботу по локальним ДЗК, однак в такiй
моделi кожна стрiлка є типом, що недостатньо деталiзує модель. Iнший
пiдхiд запропонований Джоном Картмелом [8] полягав в створеннi
контекстуальних категорiй, що дозволяв бiльш простiше i безпосереднiше
виражати природу залежних термiв. Цi двi моделi були унiфiкованi
Томасом Ерхардом в 1988 роцi [9] бiльш абстрактною моделлю, яка
була глибшою i тим ближчою до оригiналу (SGA-1), в цiй моделi були
представленi категорiї розширень. Категорiї розширень Гротендiка також
можна знайти в роботах Барта Якобса[10][11].

1https://github.com/guillaumebrunerie/initiality – доведення кон’юнктури
iнiцiальностi MLTT

https://github.com/guillaumebrunerie/initiality
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Модельнi категорiї Денiела Квiллена [12] пропонують ще вищий
спосiб представлення, де розкривається глибинна структура просторiв
за допомогою слабких систем факторизацiї. Для сучасних математичних
мов програмування (кубiчна теорiя типiв) побудованi модельнi категорiї
Квiллена, однак кон’юнктура iнiцiальностi залишається вiдкритою
проблемою (станом на 2023 рiк).

Подальшi дослiдження Террi Кокана категорних моделей теорiї типiв
виходять на давню мрiю Гротендiка про стекову модель, де замiсть доснiпа
зi значенням в категорiї множин, береться функтор зi значеннями в
категорiї вищих групоїдiв [13].

3.1.2 Кон’юнктура iнiцiальностi
Кон’юнктура iнiцiальної в теорiї типiв стверджує, що модель термiв (всi
терми i всi типи) певної системи типiв повинна бути iнiцiальним об’єктом
в категорiї моделей цiєї системи типiв. Iнiцiальнiсть валiдує формальний
перехiд вiд теорiї категорiї до системи типiв, таким чином, що синтаксичнi
пруфтерми системи типiв в точностi вiдповiдають теоремам в категорiї, якi
iнтерпретують цi системи типiв.

Вперше iнiцiальнiсть для чистих систем (Pure Type Systems), якi
складаються з одного П-типу, була дана Томасом Страйхером. З тих пiр
Iнiцiальний для бiльш складних типових систем, як то Martin-Löf Type
Theory (MLTT), вважалася досягнута, вважаючи механiчне продовження
технiки категорного формалiзацiї для iнших типiв (Π, Σ, =, +, ⊥, ⊤, N,
Ui, El). Хоча багато дослiдникiв, починаючи з Володимира Воєводського
i його серiї статей присвячених важливостi механiстичної формалiзацiї
кон’юнктури iнiцiальної в 2015-2017 рр, займалися дослiдженнями
iнiцiальностi, але лише в 2020 роцi Гiйом Брунерi та Пiтер Люмсдейн
спiльно з Менно де Боєр i Андерсом Мöртбергом представили формальну
модель iнiцiальної MLTT на Agda.
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3.1.3 Концепти та Категорiї
Концепти Фреге були першою спробою фiбрацiйної формалiзацiї основи для
математичних тверджень, яка складається з розшарування (за допомогою
якого моделюється квантор узагальнення) та тотального простору (за
допомогою якого моделюється квантор iснування).

Definition 1. (Концепт, Готлоб Фреге). Концепт — це предикат над
об’єктом, або iншими словами залежний Π-тип з теорiї типiв Мартiна-
Льофа. Об’єкт x : o належить до концепту, тiльки якщо сам концепт,
параметризований цим об’єктом, населений p(o) : U, де p : concept(o).

Definition 2. (Система). Визначимо систему як сукупнiсть об’єктiв Ob : U
та зв’язкiв мiж ними Hom : Ob → Ob → U якi називаються морфiзмами.

Definition 3. (Докатегорiя). Категорiя – це система яка має двi операцiї: 1)
для кожного об’єкта системи iснує одиничний морфiзм id; 2) для кожних
двох морфiзмiв системи iснує операцiя їх композицiї ◦, якi повиннi мати
три властивостi: 1) лiва композицiя з одниничними морфiзмами; 2) права
композицiя з одиничними морфiзмами; 3) асоцiативнiсть композицiї. Якщо
двi операцiї мають тiльки третю властивiсть асоцiативнiсть то кажуть про
напiвкатегорiї.

Definition 4. (Категорiя). Категорiя це докатегорiя, така що для
довiльного A : Ob(c) тип isContr(Σ(B : Ob(C)), A = B) населений.

Definition 5. (Мала категорiя). Якщо морфiзми категорiї утворють
множину то така категорiя називається малою.

Definition 6. (Концептуальна модель). Концептуальна модель визначається
як категорiя, об’єкти якої iндексованi певною множиною, або залежнi вiд
параметра.

3.1.4 Вiдповiднiсть мiж категорними моделями
Для того аби показати сучасну доснiпову категорну модель теорiї типiв,
дамо которкий опис теорiй, якi лягли в основу категорного моделювання
теорiї типiв.
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Табл. 3.1: Категорнi моделi теорiй типiв
Категорна модель Позначення
Локальнi декартово-замкненi категорiї Сiлi LCCC
Обширнi категорiї Гротендiка CompCat
Природнi моделi Еводi NatMod
Категорiї з сiмействами Диб‘єра CwF
Категорiї з атрибутами CwA
D-Категорiї Картмела DCat
Контекстуальнi системи Воєводського C-Systems

3.1.5 Обширнi категорiї Гротендiка
Definition 7. (Вертикальний морфiзм). Нехай p : E → B — функтор.
Морфiзм f : Y → X називається вертикальним, якщо p(f) є одиничним
морфiзмом в B: p(f) = idB.

Definition 8. (Декартовий морфiзм). Нехай p : E → B — функтор, морфiзм
f : Y → X категорiї E називається дакартовим над t = p(f) якщо для кожного
морфiзма u : Z → Y такого що p(f) = p(u) iснує унiкальна вертикальна
стрiлка a : Z → Y така що f ◦ a = u.

Definition 9. (Гiпердекартовий морфiзм, Бенабу). Нехай p : E → B —
функтор, морфiзм f : Y → X категорiї E називається гiпердакартовим над
t = p(f) якщо для кожного морфiзма u : K → J категорiї B та кожного
морфiзма v : Z → X категорiї E, таких, що p(v) = t ◦ u iснує унiкальний
морфiзм w : Z → Y категорiї E, такий, що v = f ◦w та p(w) = u.

Definition 10. (Категорiя стрiлок). Категорiя стрiлок B→ категорiї B є
категорiєю, у якої об’єкти це стрiлки категорiї a : Ob→

B = HomB(x, y), а
морфiзми — пари стрiлок Hom→

B = [f : HomB, g : HomB] з категорiї B, якi
комутують:

x f(x)

y f(y)

f

a f(a)

g

Definition 11. (Розшаруванням Гротендiка). Функтор p : E → B
називається розшарованою категорiєю над B (або розшаруванням
Гротендiка), якщо для кожного морфiзма u : J → I в категорiї B та об’єкта
X ∈ p(I) в категорiї B, iснує декартовий морфiзм f : Y → X над u який
називається декартовим пiдйомом X над u.

Definition 12. (Розщеплене розшарування). Розшарування Гротендiка
називається розщепленим або функторiальним доснiпом, якщо p−1 може
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бути продовжений до функтора Bop → Cat в точнiй iндексованiй
категорiї. Категорiя, об’єкти якої є розщепленi розшарування позначається
як функторiальний доснiп Psh(B) = [Bop, Cat].

Definition 13. (Розшарований функтор). Нехай p : X → B та q : Y →
B — розшарування Гротендiка зi спiльною базою B, Функтор F : X → Y
називається декартовим (або розшарованим функтором), якщо: 1) q◦F = P;
2) для кожного декартового морфiзма x з X вiдносно p, F(x) — декартовий
морфiзм вiдносно q.

Definition 14. (Розшароване природнє перетворення). Нехай p : E → B
та q : D → A це два розшарування Гротендiка зi спiльною базою B, тодi
категорiя FibB(p, q) (пiдкатегорiя Cat/B) визначається так, що об’єкти це
розшарованi функтори p → q, а морфiзми це пари функторiв (H : E →
D,K : B → A) такi, що для довiльного декартового морфiзма f вiдносно p
слiдує, що H(f) декартовий вiдносно q.

Definition 15. (Обширна категорiя). Функтор p : E → B→ називається
обширною категорiєю, якщо: 1) cod ◦ p : E → B є декартовим функтором;
2) для кожного декартового функтора f ∈ E значення функтора p в точцi f
є пулбеком в B.

Definition 16. (Конструкцiя Гротендiка). Iзоморфiзм мiж 2-категорiями
Psh(B) та Fib(B) називається конструкцiєю Гротендiка.∫

: Psh(B)
∼=
−→ Fib(B)
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3.1.6 Локальнi декартово-замкненi категорiї Сiлi
Локальнi декартово-замкненi категорiї (ДЗК) та їх зв’язок з теорiєю типiв
були представленi Сiлi[1]. Внутрiшньою мовою локальних ДЗК є мова
програмування з залежними типами Π та Σ, що становить основу сучасних
фiбрацiйних пруверiв. Доведення, що декартово замкнена категорiя мiстить
STLC надано в роздiлi 7 математичних компонент в рамках топосо-
теоретичної моделi конструктивної теорiї множин.

3.1.7 Категорiї з сiмействами Диб’єра
Узагальнена алгебраїчна теорiя Пiтера Диб’єра [3][14][15].

Definition 17. (Категорiя з сiмействами). Категорiя C, об’єкти якої ObC це
простори залежних функцiй Π(A,B), а морфiзми HomC(Π(A,B), Π(A ′, B ′)
пари функцiй [f : A → A ′, g(x : A) : B(x) → B ′(f(x)).

Definition 18. (Категорiя контекстiв). Категорiя, об’єкти якої є усi
можливi контексти, а морфiзми усi можливi пiдстановки.

de f CwF : U := Σ (C: precategory ) (T: ca t f unc to r C Fam)
( context : i sContext C) ( te rmina l : i sTermina l C) , isComprehension C T
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3.1.8 Природнi моделi Еводi
Сучасна категорна доснiпова модель теорiї типiв, яка була представлена
Стiвом Еводi та активно розроблюєтся в унiверситетi Карнегi-Мелона.

Definition 19. (Доснiп). Доснiп на категорiї C визначається як функтор
F : Cop → Set з оберненої до C категорiї в категорiю множин Set.

Definition 20. (Природна модель). Природна модель складається з: 1)
категорiї C; 2) видiленого термiнального об’єкту t ∈ C; 3) доснiпiв Ty, Tm :
Cop → Set; 4) природнього перетворення p : Tm → Ty.

de f naturalModel : U := Σ (C : precategory ) (_ : i sCategory C)
( t : t e rmina l C) (Tm : c a r r i e r C) (Ty : c a r r i e r C)
(p : hom C VT V) , Π ( f : homTo C V) , hasPul lback C (Tm, f , Ty , p)

Володимир Воєводський запропонував свою категорну модель, яку
назвав C−системами. В бiблiотецi математичних компнент роздiлу 7
представлене доведення iзоморфiзму C−систем Воєводсього природним
моделям Еводi.

Definition 21. (Репрезентативнi природнi перетворення). Для двох
доснiпiв P,Q : Cop → Set та природнього перетворення α : Q → P, α
називається репрезентативним якщо для всiх Ob(C) та x : Ob(C) iснує
px : D → C та y : Q(D), такий що цей квадрат комутує:

y(D) Q

y(C) P

y

ypx α

x

Definition 22. (Послабляючий морфiзм). Складається з: 1) функтора
природнiх моделей F : C → D, 2) природне перетворення ϕTy : F!TyC → TyD,
3) природне перетворення ϕTm : F!TmC → TmD, такими що наступа
дiаграма комутує:

F!Tm(C) Tm(D)

F!Ty(C) Ty(D)

ϕTm

F!p(C) p(D)

ϕTy

.
Тут F! : SetC

op → SetD
op

є лiвим розширенням Кана.
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3.1.9 Модельнi категорiї Квiллена
Дисертацiя Денiела Квiллена була присвячена диференцiальним рiвнянням,
але вiдразу пiсля цього вiн перевiвся в МIТ i почав працювати в
алгебраїчнiй топологiї, пiд впливом Дена Кана. Через три роки вiн видає
Шпрiнгеровскi лекцiї з математики "Гомотопiчна алгебра яка назавжди
транформувала алегбраїчну топологiю вiд вивчення топологiчних просторiв
з точнiстю до гомотопий до загального iнструменту, що застосовується в
iнших областях математики.

Модельнi категорiї вперше були успiшно застосованi Воєводським для
доказу кон’юнктури Мiлнора (для 2) i потiм мотивной кон’юнктури Блоха-
Като (для n). Для доказу для 2 була побудована зручна стаблiльная
гомотопiчнi категорiя узагальнених схем. Iнфiнiтi категорiї Джояля, досить
добре дослiдженi Лур’є є прямим узагальненням модельних категорiй.

Цiкавою властивiстю модельних категорiй є те, що дуальнi до
них категорiї перевертають розшарування i корозшарування, таким
природнiм чином реалiзують дуальнiсть Екмана-Хiлтона. Розшарування
i корозшарування пов’язанi, тому взаємовизначенi. Корозшарування
є морфiзмами, що мають властивiсть лiвого гомотопiчнi пiдйому по
вiдношенню до ациклiчним розшарування i розшарування є морфiзмами,
що мають властивiсть правого гомотопiчнi пiдйому по вiдношенню до
ациклiчних корозрашувань.
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3.2 Спектральна категорiя формальних мов
Категорiї, об’єкти яких є мови програмування, або точнiше їх синтаксиси
(iнiцiальнi об’єкти), а морфiзми — транформацiями цих синтаксичних дерев
(верифiкаторами, компiляторами, екстраторами) є об’єктом дослiдження
концептуальної ситсеми мов.

В той час, як категорнi моделi теорiї типiв працюють з контекстуальними
категорiями та двома доснiпами Tm та Ty якi моделюють типи та терми
в категорiї множин, мовнi категорiї призначенi для моделювання рiзних
теорiй типiв та рiзних вiдповiдних доснiпiв, а також перетворень мiж ними.

Definition 23. (Синтаксичне дерево). Синтаксичне дерево — це
iндуктивний тип або дерево Бома, контруктори якого вiдповiдають одному
з 4 типiв правил в теорiї типiв, як правило використовуються три правила:
правило формацiї, iнтро-правила та елiмiнатор.

Definition 24. (Вище синтаксичне дерево). Синтаксичне дерево в яке
додано β та η правила називається вищим синтаксичним деревом.

Definition 25. (Мова програмування). Мова програмування або мовна
категорiя — це категорiя, об’єкти якої — це maybe-типи сум синтаксичних
дерев мов програмування, а морфiзми — це стрiлки (якi мiстять правила
виводу, типизацiї, нормалiзацiї, екстакцiї тощо). Приклади синтаксичних
дерев: OΠ, OΣ, O=. Приклади мовних категорiй: OPTS (Henk), OMLTT−80

(Per), OHTS (Anders).

Definition 26. (Модель). Модель визначимо як систему формальних мов
(об’єкти) разом з їх програмами, та мовними перетвореннями (звязки)
мiж ними для яких працює правило асоцiативностi композицiї та правила
лiвої i правої композицiї з одиничними стрiлками. Iншими словами будемо
розумiти тут категорну модель.

Definition 27. (Послiдовнiсть синтаксичних дерев). Кожна послiдовнiсть
синтаксичних дерев

OΠ → OΣ → O= → OW → OI. (3.1)

генерує вiдповiдну послiдовнiсть мов програмування

OPTS(OΠ) → OMLTT−72(OΠ, OΣ) → OMLTT−75(.., OΣ, O=) →→ OMLTT−80(..., O=, OW) → OHTS(..., OW , OI).
(3.2)

наступним чином. Кожна мова програмування залежить вiд синтаксису
який її визначає та всiх попреднiх синтаксисiв мов програмування
з послiдовностi. Перша мова програмування мiстить тiльки перший
синтаксис. Розкритi сигнатури мають вигляд: OPTS : OΠ → U,
OMLTT−72 : OΠ → OΣ → U,
OMLTT−75 : OΠ → OΣ → O= → U,
OMLTT−80 : OΠ → OΣ → O= → OW → U,
OHTS : OΠ → OΣ → O= → OW → OI → U.
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Табл. 3.2: Аналiз формальних суб-мов як примiтивiв ядра
Мова Застосування
Oλ Нетипизоване λ-числення Чорча (iнтерпретацiя)
Oπ Числення процесiв, CCS, CSP або π-числення Мiлнера
Oµ Тензорне числення (векторизацiя)
OΠ Числення конструкцiй PTS (функцiональна повнота)
OΣ Числення контекстiв MLTT-72 (контекстуальна повнота)
O= Теорiя типiв Мартiна-Льофа MLTT-75 (логiка)
OW Iндуктивнi конструкцiї MLTT-80 (матiндукцiя)
OI Гомотопiчна система типiв CCHM (формальна математика)
O▷ CCHM з обмежувальною рекурсiєю (теореми про π-числення)
O/ Система фактор-типiв (Lean)
OH Мова з оператором Адамара (квантова фiзика)
O⊣ Модальна HoTT (фiзика)

Сiрим кольором показаний спектр мовних примiтивiв ядра концептуальної
моделi.

Таким чином кожна наступна мова програмування мiстить усi попереднi
мови програмування, визначенi послiдовнiстю синтаксичних дерев,

Definition 28. (Створення мовної категорiї). Мови можна додавати,
наприклад OHTS = OΠΣ=WI, для побудови якої необхiдно об’єднати у
iндуктивному типi мови усi iндуктивнi типи її пiдмов. Таким чином
функтор дiє на декартовому добутку синтаксичних дерев мовних категорiй
та має значення в категорiй мовних категорiй. Приклад найпотужнiшої
гомотопiчної мови:

OHTS = OΠΣ=WI : OΠ → OΣ → O= → OW → OI → U. (3.3)

Кожне синтаксичне дерево, як правило, мiстить конструктори та
елiмiнатори певного одиничного типу. Але починаючи з OMLTT−80

складнiсть типiв, якi додаються до ядра значно зростає. Таким чином
мовнi категорiї конструються гранулярно з точнiстю до включення певного
типу в ядро верифiкатора.

Definition 29. (Типи синтаксичних дерев). У роздiлi 1 були проаналiзованi
усi мови програмування та середовища виконання, а також спецiалiзованi
мови моделювання. В результатi чого було встановлено чiтки iндивiдуальнi
мовнi синтаксиси. Кожен синтаксис складається з множини синтаксичних
одиниць цiєї мови (конструктори iндуктивного типу), якi вiдповiдають
правилам теорiї типiв Мартiна-Льофа (формацiї, iнтро-правило, елiмiнатор,
β-, та η-правила). Якщо додати β-, та η-правила як рiвностi у визначення
синтаксису, то для представлення потрiбнi вищi iндуктивнi типи. Таким
чином кожному синтаксичному дереву вiдповiдає певний тип в теорiї типiв
Мартiна-Льофа.
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Definition 30. (Спектральна категорiя мов). Так, видiляється наступна
послiдовнiсть мов, та функторiв мiж ними, де кожна мова-кодомен є
складнiшою та бiль потужною за мову-домен. Система мов є категорiєю
мовних категорiй або категорiєю мов програмування.

O∞ : OCPS → OPTS → OMLTT−80 → OHTS → ... (3.4)

Definition 31. (Фiльтри). Фiльтр у мовнiй категорiї — це морфiзм f : Ox →
Oy, який трансформує мову Ox в мову Oy, через додавання, видалення,
перетворення, оцiнку чи нормалiзацiю її властивостей. Множина всiх
фiльтрiв позначається FO.

Definition 32. (Таксономiя фiльтрiв). Фiльтри FL подiляються на
пiдмножини: 1) Fenrich: Фiльтри збагачення, f : L → L ′, L ′ ⊇ L
за iнформацiєю (наприклад, infer). 2) Fsimp: Фiльтри спрощення, f :
L → L ′, L ′ ⊆ L за iнформацiєю (наприклад, erase). 3) Ftrans: Фiльтри
трансформацiї, f : L → L ′, L ′ ∼= L за виразнiстю (наприклад, compile). 4)
Feval: Фiльтри оцiнки, f : L → O, де (O) — граничний об’єкт (наприклад,
check). 5) Fnorm: Фiльтри нормалiзацiї, f : L → L ′, де L ′ — канонiчна форма
(L) (наприклад, reduce). 6) Fcertify: Фiльтри сертифiкацiї, f : L → L ′, де L ′

— (наприклад, certify).

Definition 33. (Коконтекстуальна категорiя мов). Якщо не видiляти певну
послiдовнiсть мовного ускладнення та розглядати усi суми усiєї певної
множини мовних синтаксисiв, то ми отримiємо коконтекстуальну категорiю,
де об’єкти — це усi можливi мовнi категорiї побудованi за допомогою
усiх перестановок суми мовних синтаксисiв, а морфiзми це функтори
перетворення однiєї мовної категорiї в iншу мовну категорiю. Приклади:
OI∗ → OΠ=, OΠ → OΠΣ, OΠ → OΠΣ, OΠ∗ → OΠ.

3.2.1 Структурне представлення моделi
Виходячи з визначення моделi, вони можуть мати рiзний набiр об’єктiв в
системi мов програмування. Покажемо приклади екземплярiв якi можно
породити в рамках цiєї моделi.
Henk = Un , Π .
Frank = Un , Π , Ind .
Er r e t t = Un , Π , Σ , Prop .
Per = Un , Π , Σ , Path .
Giovanni = Un , Π , Σ , 0 , 1 , 2 , W, Prop .
Chr i s t i n e = Un , Π , Σ , Id , Ind , Prop
Anders = Un , Vn , Π , Σ , 0 , 1 , 2 , W, Path , Prop .
Urs = Anders , Ug

i , A × B, G → A, s , ♭ , ♯ , ℑ , ⃝ .
Dan = Anders , Chain , Cochain , Category , Monoid , Group , Ring , ∆ .
Fabien = Anders , k , A1 , S1,1 , LA1 , Susp , | |_ | | n , Nisn , K1(Z, n) , BGL, MGL.
Jack = Anders , Fibn , Susp , Truncn , N , N∞ , Spec , πn^S(A) , So[p] , Group ,

A ∪ B, [A, B] , Hn (X; G) , G ⊗ H, SS(E, r ) .
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3.2.2 Мiнiмальна система
Приклад мiнiмальної системи, яка мiстить лише одну мову для доведення
теорем та одну мову для виконання програм.

PTSCPS =

{
Ob : {OCPS, OPTS}

Hom : {1, 2 : ⊮ → OPTS, 3 : OPTS → OCPS}
(3.5)

CPS

OE

PTS

Applications

Library

1 2 3

Рис. 3.1: Мiнiмальна система з чистої мови та iнтерпретатора

Стрiлки 1 та 2 визначають модель та базову бiблiотеку, а стрiлка 3 означає
екстракт доведення (якщо таке є) в iнтерпретатор. Можна використати
графiчну мову мереж Петрi для зображення екземпляра моделi системи
мов.
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3.2.3 Максимальна система
Iнший приклад системи — це максимальна система, яка мiстить усi
формальнi мови програмування та формальне середовище виконання
(порядок синтаксичних дерев як параметрiв при конструюваннi мовної
категорiї може змiнюватися, тут генеалогiя HTS не ведеться вiд MLTT,
яке є розгалуженням).

Total =


Ob : {OCPS, OPTS, OMLTT−75, OMLTT−80, OHTS}

Hom :

{
1, 2 : ⊮ → OHTS, 3 : OMLTT−75 → OMLTT−80

4 : OHTS → OMLTT−80, 5 : OMLTT−80 → OPTS, 6 : OPTS → OCPS

(3.6)
За допомогою мереж Петрi це можна вiдобразити наступним чином:

Procs

CPS

OE
 HTS PTS

4

Applications

Library

531 2

Рис. 3.2: Кубiчна та чиста системи типiв та середовище виконання
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3.2.4 Категорiя середовища виконання CPS
Definition 34. (Категорiя середовища виконнання OCPS).

OCPS =

{
Ob : { maybe CPS }

Hom : { eval : Ob → Ob }

Синтаксис середовища виконання може мiстити наступнi синтаксиси:
Oλ, Oπ, Oµ.

Definition 35. (Синтаксис мовної категорiї OCPS).
de f CPS : U
:= i nduc t i v e { lambda ( c : Joe CPS)

| p roce s s (m: Bob CPS)
| t en so r ( f : A l i c e CPS)
}

Формальне середовище виконання складається з iнтерпретатора
(нетитизованого λ-числення) та числення акторiв (процесiв, черг, таймерiв).
Iнтерпретатор та операцiйна система включенi в систему доведення теорем
для унiфiкацiї всiх сигнатур системи та формалiзацiї самого iнтерпретатора
як системи виконання. Слiд зазначити, що не завжди є змога зробити
екстракт в OCPS, тому об’єкти мовних категорiй є maybe-типами.

OCPS : Oλ → Oπ → Oµ → U

Далi буде йтися тiльки про формальнi iнтерпретатори, так як вони
є найбiльш компакними формами мов для верифiкацiї (в порiвняннi
з моделями System F). Таким чином будемо розглядати формальне
середовище виконання, як сукупнiсть iнтерпретатора та операцiйної
системи.

Definition 36. (Синтаксичне дерево Oλ). Iнтерпретатор визначається своїм
трьома конструкторами: номер змiнної (iндекс де Брейна), лямбда функцiя
та її апплiкацiя:
de f Joe ( cps : U) : U
:= i nduc t i v e { var (x : nat )

| lam ( l : nat ) (d : cps )
| app ( f a : cps )
}

Мовою iнтерпретаторiв є нетипизоване лямбда числення, однак в
залежностi вiд складностi iнтерпретатора це дерево може виглядати по-
рiзному.

В цьому роздiлi ми побудуємо надшвидку iмплементацiю iнтерпретатора,
яка цiлком, разом зi своїми програмами, розмiщується в кеш-памятi
першого рiвня процесору, та здатна до AVX векторизацiй засобами мови
Rust. Як промислова опцiя, пiдтримується також екстракт в байт-код
iнтерпретатора BEAM вiртуальної машини Erlang.
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Definition 37. (Синтаксичне дерево Oπ).
de f Bob ( lang : U) : U
:= i nduc t i v e { proce s s ( p ro to co l : lang )

| spawn ( cu r s o r s : lang ) ( core : nat ) ( program : lang )
| snd ( cur so r : lang ) ( data : lang )
| rcv ( cur so r : lang )
| pub ( s i z e : nat )
| sub ( cur so r : lang )
}

Definition 38. (Синтаксичне дерево Oµ).
de f A l i c e ( lang : U) : U
:= i nduc t i v e { Var iab le (_: Var )

| Prim (_: Bu i l t i n )
| Star | True | Fa l se
| Int (_: nat ) | Float (_: f l o a t )
| Lambda ( a : Var ) (b : Linear ) ( c : Exp)
| App ( a b : Exp)
| Pair ( a b : Var ) ( c d : Exp)
| Consume ( a : Var ) (b c : Exp)
| Gen ( a : Var ) (b : Exp)
| Spec ( a : Exp) (b : Fract ion )
| Fix ( a b : Var ) ( c d : Linear ) ( e : Exp)
| I f ( a b c : Exp)
| Let ( a : Var ) (b c : Exp)
}

de f Linear : U
:= i nduc t i v e { Empty | Unit | Bool

| Int | Float
| Tensor ( a : Fract ion ) (x : Dimension )
| Pair ( a b : Linear ) | Fun ( a b : Linear )
| Consume ( a : Linear ) | Al l ( a : Var ) (b : Linear )
}

de f Bu i l t i n : U
:= i nduc t i v e { Intop ( a : Arith ) | Floatop ( a : Arith ) −− SIMD types

| Get | Set | Dupl icate | Free −− l i n e a r i t y
| Transpose | S i z e −− matr i ce s
| Asum | Axpy | Dotp | Rotm | Sca l | Amax −− BLAS Level 1
| Symm | Gemm | Syrk | Posv −− BLAS Level 3
}

de f Fract ion : U := i nduc t i v e { Z | S (_: Fract ion ) }
de f Dimension : U := i nduc t i v e { Vector | Matrix | Stream | Table }
de f Arith : U := i nduc t i v e { Add | Sub | Mul | Div | Eq | Lt | Gt }
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3.3 Гомотопiчнi синтаксиси мов програмування
Тут йдеться про мови програмування придатнi для доведення теорем, та
їх таксономiю вiд найелементарнiших (чистої системи з одним типом Π)
до найпотужнiших гомотопiчних систем. Одна така гомотопiчна система
є кiнцевим завданням цього роздiлу — побудова моделi гомотопiчного
верифiкатора. В процесi його побудови в цьому роздiлi ми розглянемо пiд
мiкроскопом складовi частини його нижчих мовних рiвнiв.

Застосуємо категорну семантику для мов програмування i будемо
розглядати мови програмування як моноїдальнi мовнi категорi, об’єкти
яких є просторами усiх програм цих мов програмування, а морфiзми
— правила верифiкацiї та компiляцiї цих мов. Морфiзми мiж мовними
категорiями в категорї мов програмування — це функтори пiдвищення
та пониження складностi мови, подiбно до того як дiють морфiзми
в контекстуальних категорiях. Морфiзм деконструює або конструює за
допомогою Either-типу або Σ-типу iндуктивний тип мови програмування.

Мови розкладаються у спектральну (iндексовану натуральними
числами N → U) послiдовнiсть мов, кожен елемент якої є мовою
програмування, яка не мiстить синтаксичне дерево вищої мови
програмування.
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3.3.1 Чиста система типiв PTS
Чиста ситема або числення конструкцiй або система з одим типом або
система з однiєю аксiомою, продовжує традицiї елементарних пруверiв в
стилi першого AUTOMATH та сучасних Henk, Morte, Cedile, Om.

Definition 39. (Мовна категорiя чистої мови OPTS).

OPTS =


Ob : { X : maybe PTS, target : maybe CPS }

Hom :

{
type, norm : X → X, extract : X → target

certify : X → target = type ◦ norm ◦ extract
(3.7)

Definition 40. (Синтаксис мовної категорiї OPTS). Чиста мова OPTS мiстить
лише синтаксис одного типу, Π-типу. Така теорiя називається теорiєю з
одним типом, або з однiєю аксiомою.
de f PTS : U := i nduc t i v e { f o r a l l (_: Pi PTS) }
de f Henk := PTS

Вона описана в лiтературi як Calculus of Construction (Кокан), Pure Type
System (Барендрегт, Меєр, Гонзалез, Стемп, Фу).

Definition 41. (Синтаксичне дерево OΠ).
de f Pi ( lang : U) : U
:= i nduc t i v e { f i b r a n t (n : nat )

| v a r i ab l e ( x : name) ( l : nat )
| p i ( x : name) ( l : nat ) ( f : lang )
| lambda (x : name) ( l : nat ) ( f : lang )
| app l i c a t i o n ( f a : lang )
}
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3.3.2 Теорiя типiв Мартiна-Льофа MLTT-75
Мова теорiї типiв є сучасною основою всiх пруверiв з залежними типами,
такими, наприклад, як NuPRL та Agda. Багато так званих ΠΣ пруверiв
iмплементують MLTT − 75 серед таких як: ΠΣ2, Π∀3.

Definition 42. (Мовна категорiя OMLTT−75).

OMLTT−75 =


Ob : { maybe MLTT − 75 }

Hom :

{
type, norm : Ob → Ob

certify : Ob → Ob = type ◦ norm
(3.8)

Definition 43. (Синтаксис мовної категорiї OMLTT−75). Мова OMLTT−75

включає в себе синтаксиси трьох типiв теорiї Мартiна-Льофа: OΠ, OΣ, O=.
de f MLTT : U
:= i nduc t i v e { f o r a l l (_: Pi MLTT)

| sigma (_: Sigma MLTT)
| id (_: Id MLTT)
}

Definition 44. (Синтаксичне дерево OΣ). Також можна до чистої системи
додати Σ-тип, пiднявши типову систему до мови OMLTT−72 або OΠΣ :
de f Sigma ( lang : U) : U
:= i nduc t i v e { sigma (n : name) ( a b : lang )

| pa i r ( a b : lang )
| f s t (p : lang )
| snd (p : lang )
}

Definition 45. (Синтаксичне дерево O=). Додавши тип рiвностi можно
пiдняти систему ще на одну сходинку, до OMLTT−75 або OΠΣ=:
de f Id ( lang : U) : U
:= i nduc t i v e { i d e n t i t y ( t a b : lang )

| id_in t r o ( a b : lang )
| id_el im ( a b c d e : lang )
| id_compute ( a b c d e : lang )
}

O= не мiстить η-правила.

2https://github.com/zlizta/pisigma-0-2-2
3https://github.com/sweirich/pi-forall

https://github.com/zlizta/pisigma-0-2-2
https://github.com/sweirich/pi-forall
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3.3.3 Система iндуктивних типiв MLTT-80
MLTT-80 покладена в основу CCHM верифiкатора.

Definition 46. (Мовна категорiя OMLTT−80).

OMLTT−80 =


Ob : { X : maybe PM, target : maybe CPS }

Hom :


type, norm, induction : X → X, extract : X → target

certify : X → target

cerfity = type ◦ norm ◦ induction ◦ extract
(3.9)

Мова iндуктивних типiв дозволяє безпосередньо кодувати iндуктивнi
типи, не використовуючи схеми кодування Бома, мiстить усi попереднi
мовнi синтаксиси: O=, OΣ, OΠ та синтаксиси O0, O1, O2, OW .

Definition 47. (Синтаксичне дерево мовної категорiї OMLTT−80).
de f MLTT−80 := Per
de f Per : U
:= i nduc t i v e { f o r a l l (_: Pi Per )

| sigma (_: Sigma Per )
| id (_: Id Per )
| 0 (_: Empty Per )
| 1 (_: Unit Per )
| 2 (_: Bool Per )
| W (_: W Per )
}

de f W ( lang : U) : U
:= i nduc t i v e { W_Form (n : name) ( a b : lang )

| W_Sup ( a b : lang )
| W_Ind ( a b c : lang )
}

de f Empty ( lang : U) : U := i nduc t i v e { 0_Ind ( a : lang ) }
de f Unit ( lang : U) : U := i nduc t i v e { un i t | s t a r | 1_Ind ( a : lang ) }
de f Bool ( lang : U) : U := i nduc t i v e { bool | t rue | f a l s e | 2_Ind ( a : lang ) }
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3.3.4 Система iндуктивних типiв CIC
Definition 48. (Мовна категорiя OCIC).

OCIC =


Ob : { X : maybe PM, target : maybe CPS }

Hom :


type, norm, induction : X → X, extract : X → target

certify : X → target

cerfity = type ◦ norm ◦ induction ◦ extract
(3.10)

Мова iндуктивних типiв дозволяє безпосередньо кодувати iндуктивнi
типи, не використовуючи схеми кодування Бома, мiстить усi попереднi
мовнi синтаксиси: O=, OΣ, OΠ.

Definition 49. (Синтаксичне дерево мовної категорiї OCIC).
Головним чином, система загальних iндуктивних схем предбачає

три основних компоненти: 1) верифiкатор строго позитивних схем; 2)
верифiкатор завершуваностi рекурсивної перевiрки рекурсивних схем; 3)
верифiкатор взаємної рекурсiї.
de f Frank := i nduc t i v e { f o r a l l (_: Pi Frank ) | ind (_: Ind Frank ) }
de f Chr i s t i n e := CIC
de f CIC : U
:= i nduc t i v e { f o r a l l (_: Pi CIC)

| sigma (_: Sigma CIC)
| id (_: Id CIC)
| prop (_: Id CIC)
| ind (_: Ind CIC)
}

Мова мiстить наступнi допомiжнi визначення: i) телескопу, який мiстить
послiдовнiсть елементiв мови; ii) розгалуження, як конструкцiй case
оператора; iii) iмен конструкторiв iндуктивного типу.

Definition 50. (Синтаксичне дерево OIND). Правило формацiї,
конструктора та елiмiнатора визначається синтаксичним деревом OIND:
de f Ind ( lang : U) : U
:= i nduc t i v e { format ion (_: Induct ive lang )

| c on s t ruc to r (_: l i s t ( t r i p l e Nat Induct ive lang ) )
| e l im ina to r ( t : Induct ive ) ( a b : lang ) ( ca s e s : l i s t lang )
}

de f Induct ive ( lang : U) : U
:= Σ (name : s t r i n g )

( params : l i s t ( prod name lang ) )
( l e v e l : Nat )
( c on s t r s : l i s t ( prod (Nat lang ) ) ) , 1
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3.3.5 Гомотопiчна система типiв HTS
Головним чином, гомотопiчна система складається з наступних частин: 1)
два всесвiти fibrant та pretype; 2) MLTT-80; 3) CCHM розширення.

Definition 51. (Мовна категорiя OHTS).

OHTS =


Ob : { maybe HTS }

Hom :

{
type, norm : Ob → Ob

certify : Ob → Ob = type ◦ norm

Definition 52. (Синтаксис мовної категорiї OHTS). Синтаксис гомотопiчної
мовної категорiї мiстить усi попереднi мовнi синтаксиси: OI, OW , O=, OΣ,
OΠ:
de f HTS : U
:= i nduc t i v e { f o r a l l (_: Pi HTS)

| sigma (_: Sigma HTS)
| id (_: Id HTS)
| prop (_: Id HTS)
| 0 (_: Empty HTS)
| 1 (_: Unit HTS)
| 2 (_: Bool HTS)
| W (_: W HTS)
| homotopy (_: Homotopy HTS)
}

Гомотопiчна мова наслiдує OMLTT−80 але модифiковану з Path-типом
в iндуктивних визначеннях, структурою композицiї, анонсує Path-тип
(формацiя, конструктор, та елiмiнатор) як лямбда функцiю на вiдрiзку,
а також склейку типiв у всесвiтi та склейку змiнних з вiдповiдними
елiмiнаторами.

Definition 53. (Синтаксичне дерево OI).
de f CCHM ( lang : U) : U
:= i nduc t i v e { pretype (n : nat )

| PathP (_: lang ) | PLam (_: lang ) | PApp ( f a : lang )
| I | 0 | 1 | And ( a b : lang ) | Or ( a b : lang ) | Neg (_: lang )
| Transp ( a b : lang ) | HComp ( a b c d : lang )
| Pa r t i a l (_: lang ) | Part ia lP ( a b : lang ) | System (_: lang )
| Sub ( a b c : lang ) | Inc ( a b : lang ) | Ouc ( : lang )
| Glue ( : lang ) | GlueElem ( a b c : lang ) | Unglue (_: lang )
}

Таким чином, OHTS мiстить два Id-типа, один унаслiдований вiд O=

(з модифiкованою обчислювальною семантикою), а iнший Interval який
мiститься в синтаксичному деревi OI.
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3.3.6 Висновки
Таким чином ми здiйснили спектралiзацiю або iншими словами розклали
усi iснуючi немодальнi формальнi системи типiв у спектральну категорiю.

Системи фiбрацiйного типу Groupoїd Infinity для математичного
представлення, сертифiкацiї (доведення теорем), з екстракцiєю в
сертифiкований iнтерпретатор та його середовища виконання.

Основним дослiдницьким продуктом є формальне середовище
виконання AXIO/1, яке здатне запускати простi лямбда-програми на
верифiкованому iнтерпретаторi Joe. Але нiхто не може обмежити розвиток
своїх власних вищих мов з екстракцiєю в цей iнтерпретатор. Метою
створення AXIO/1 є утримування процесу розробки пiд одним авторiтi
процесi управлiння вiдкритим програмним забезпеченням (Кафедральна
модель управлiння).

AXIO/1 складається з середовища виконання та його мов Joe,
Alice, Bob для розробки системного програмного забезпечення, якi
використовують стандартний синтаксис ML; i бiльш високi мови та їх
екстрактори для виконання Alonzo, Henk, Per, Anders для доведення
теорем, якi використовують Lean-подiбний синтаксис. Неверифiкований
CPS iнтерпретатор реалiзований на мовi Rust.
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Iнтерпретатори i системнi мови
Верифiкований лямбда-iнтерпретатор i паралельне обчислення матриць.
Мови Joe, Bob i Alice мають унiфiкований синтаксис Standard ML.

Joe
Джо є сертифiкованим iнтерпретатором байт-коду стекової вiртуальної
машини та компiлятором коду Intel/ARM/SM90.

[1] — MinCaml, [2] — CoqASM. [3] — Verified LISP Interpreter, [4] — Kind,
[5] — O-CPS/Rust.
fun a (0 , n) = n + 1

| a (m, 0) = a (m − 1 , 1)
| a (m, n) = a (m − 1 , a (m, n − 1))

Bob
Bob — це паралельне неблокуюче середовище виконання з нульовим
копiюванням та курсорами CAS-кусрорами [4,5] з характеристиками для
вбудовуваних систем реального часу.

[5] — Kernel, [6] — Pony, [7] — Erlang.
fun proc =
l e t va l p0 = pub (0 , 8 )

va l s1 = sub (0 , p0 )
va l s2 = sub (0 , p0 )

in send (p0 , 1 1 ) ;
send (p0 , 1 2 ) ;
[ r e c e i v e ( s1 ) ;

r e c e i v e ( s2 ) ;
r e c e i v e ( s1 ) ;
r e c e i v e ( s2 )

]
end

Alice
Alice — це числення лiнiйних типiв iз частковими дробами [6] для
програмування рiвня 3 BLAS.
fun s impleConvolut ion ( i n : i n t ) ( x0 : f l o a t ) ( wr i t e w: vec to r f l o a t )

: vec to r f l o a t
= begin

i f n = i then r e s u l t . emit ( wr i t e ) ,
a = [ w0 ,w1 ,w2 ] = w. get ( 0 , 3 ) ,
b = [ x0 , x1 , x2 ] = [ x0 | wr i t e . get ( i , 2 ) ] ,
wr i t e . s e t ( i , Dotp (a , b ) ) ,
s impleConvolut ion ( ( i + 1) , n , x1 , write ,w)

end
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Чистi фiбрацiйнi мови програмування (вищих порядкiв)
Чистi фiбрацiйнi мови мають унiфiкований синтаксис Lean-подiбної мови.

Alonso
Alonzo — це система типу STLC-40 як приклад основного числення,
вiдкритого до фiбрацiйних ΠΣ пруверiв.

[1] STLC-40 — Проста теорiя типiв
de f ze ro : (T → T) → T → T := λ ( s : T → T) ( z : T) , z
de f succ : ( (T → T) → T → T) → ( (T → T) → T → T)
:= λ (w: (T → T) → T → T) (y : T → T) (x : T) , y (w y x )

Henk
Henk — це система чистого типу (PTS-91) у стилi числення iндуктивних
конструкцiй Кокванда/Х’юета (CoC-88) з нескiнченною кiлькiстю всесвiтiв.
Henk також пiдтримує синтаксис AUTOMATH (AUT-68).

[1] AUT-68 — AUTOMATH 1968, [2] CoC-88 — числення конструкцiй, [3]
PTS-91 — система чистого типу (Π).
de f N := Π (A : U) , (A → A) → A → A
def zero : N := λ (A : U) (S : A → A) (Z : A) , Z
de f succ : N −> N := λ (n : N) (A : U) (S : A → A) (Z : A) , S (n A S Z)
de f p lus (m n : N) : N := λ (A : U) (S : A → A) (Z : A) , m A S (n A S Z)
de f mult (m n : N) : N := λ (A : U) (S : A → A) (Z : A) , m A (n A S) Z
de f pow (m n : N) : N := λ (A : U) (S : A → A) (Z : A) , n (A →
A) (m A) S Z

Per
Пер є ΠΣ (MLTT-72) прувером iз численням iндуктивних конструкцiй та
типами тотожностi (MLTT-75). Природне розширення CoC до CIC було
зроблено Франком Пфеннiнгом i Крiстiн Полiн (IND-89).

[1] Mini-TT — реалiзацiя OCaml, [2] MLTT-72 — Пi, Sigma, [3] MLTT-75 —
Pi, Sigma, Id, [4] MLTT-80 — 0, 1, 2, W, Pi, Sigma, Id, [5] PP-89 — Iндуктивно
визначенi типи, [6] CIC-2015 — Числення iндуктивних конструкцiй.
de f empty : U := i nduc t i v e { }
de f L1 (A : U) : U := i nduc t i v e { n i l | cons ( head : A) ( t a i l : L1 A) }
de f S1 : U := i nduc t i v e { base | loop : Equ S1 base base }

de f quot (A: U) (R : A −> A −> U) : U
:= i nduc t i v e { quot i ent ( a : A)

| i d e n t i f i c a t i o n ( a b : A) ( r : R a b)
: Equ ( quot A R) ( quot i ent a ) ( quot i ent b)
}
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Anders
Anders — це система гомотопiчних типiв (HTS-2013) iз примiтивами суворої
рiвностi та кубiчної Agda (CCHM-2016).

[1] HTS-2013 — система гомотопiчних типiв, [2] BCH-2014 — Кубiчнi
набори, [3] CCHM-2015 — Система кубiчного типу, [4] ОП-2016 — Топоснi
аксiоми, [5] CHM-2017 — Рiвняння Губера, [6] ВМА-2017 — Кубiчна Агда.
de f id fun (A : U) : A → A := (λ ( a : A) , a
de f idfun ’ (A : U) : A → A := transp (< i> A) 0
de f idfun ’ ’ (A : U) : A → A := (λ ( a : A) , hcomp A 0 (λ ( i : I ) , [ ] ) a
de f i sF iberBundle (B: U) (p : B → U) (F : U) : U
:= Σ ( v : U) (w: s u r j e c t i v e v B) , (Π ( x : v ) , PathP (<_>U) (p (w. 1 x ) ) F)

de f ~~ (X : U) ( a x ’ : X) : U := Path (ℑ X) ( ι X a ) ( ι X x ’ )
de f D (X : U) ( a : X) : U := Σ(x ’ : X) , ~~ X a x ’
de f un i tDi sc (X : U) (x : ℑ X) : U := Σ (x ’ : X) , Path (ℑ X) x ( ι X x ’ )
de f s t a rD i s c (X : U) (x : X) : D X x := (x , idp (ℑ X) ( ι X x ) )
de f T∞ (A : U) : U := Σ( a : A) , D A a
de f in f −prox−ap (X Y : U) ( f : X → Y) (x x ’ : X) (p : ~~ X x x ’ )

: ~~ Y ( f x ) ( f x ’ ) := < i> ℑ−app X Y f (p @ i )
de f d (X Y : U) ( f : X → Y) (x : X) (ϵ : D X x) : D Y ( f x )
:= ( f ϵ . 1 , i n f −prox−ap X Y f x ϵ . 1 ϵ . 2 )

de f T∞−map (X Y : U) ( f : X → Y) (τ : T∞ X) : T∞ Y
:= ( f τ . 1 , d X Y f τ . 1 τ . 2 )

de f i s −homogeneous (A : U)
:= Σ ( e : A) ( t : A → equiv A A) ,

Π ( x : A) , Path A ( ( t x ) . 1 e ) x

Urs
Urs — це еквiварiантна система супергомотопiчних типiв з фермiонними та
бозонними модальностями, вбудованими в верифiкатор.

[1] R-HoTT — Rezk Infinity Categories, [2] G-HoTT — Guarded Cubical,
[3] L-HoTT — Linear HoTT, [4] ES-HoTT — Equivariant Super HoTT.

3.4 Когомологiї мов програмування
Ця робота презентує i формалiзує когомологiчний пiдхiд до синтаксисiв
мов програмування, представлених як вищi iндуктивнi типи (HIT),
iнтерпретованi як CW-комплекси. Правила β та η моделюються як рiвностi
(1-клiтини та 2-клiтини) у цих структурах, що дозволяє будувати ланцюговi
комплекси та когомологiчнi групи. Цi групи вiдображають гомотопiчнi
iнварiанти синтаксисiв, такi як конструктори, редукцiї та вищi гомотопiї, у
межах спектральної моноїдальної категорiї мов програмування. Пiдхiд
розширюється до спектральної послiдовностi мов, вiд простих чистих
систем типiв до складних гомотопiчних систем типiв.

Ця робота розвиває когомологiчну теорiю для гомотопiчних синтаксисiв,
визначаючи ланцюговi комплекси та когомологiчнi групи для вiдображення
їх структурних i гомотопiчних властивостей. Пiдхiд реалiзується в межах
спектральної моноїдальної категорiї мов програмування, де мови є
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об’єктами, а трансформацiї (наприклад, компiляцiя, верифiкацiя) —
морфiзмами.

3.4.1 Синтаксичнi CW-комплекси
Definition 54 (Синтаксичний CW-комплекс). Синтаксичне дерево Ox для
мови програмування (наприклад, OΠ, OΣ, OI) є вищим iндуктивним типом,
що складається з:

• 0-клiтини: Конструктори синтаксису (наприклад, variable, lambda,
application).

• 1-клiтини: Правила β, що визначають рiвностi мiж термами
(наприклад, (λx.M)N = M[N/x]).

• 2-клiтини: Правила η, що визначають гомотопiї мiж рiвностями
(наприклад, λx.fx = f).

• Вищi клiтини: Вищi гомотопiї, що виникають у гомотопiчних
системах типiв (наприклад, Path-типи в OHTS).

Example 1 (CW-комплекс для OΠ). Синтаксичне дерево для Π-типу, OΠ,
визначається як:

OΠ ::= fibrant(n : N) | variable(x : name, l : N) | pi(x : name, l : N, f : OΠ)

| lambda(x : name, l : N, f : OΠ) | application(f, a : OΠ)

| β(x : name, l : N, f, a : OΠ) : application(lambda(x, l, f), a) = f[a/x]

| η(x : name, l : N, f : OΠ) : lambda(x, l, application(f, variable(x, l))) = f

Тут правила β утворюють 1-клiтини, а правила η — 2-клiтини, формуючи
OΠ як CW-комплекс.

3.4.2 Ланцюговий комплекс синтаксисiв
Definition 55 (Ланцюговий комплекс синтаксису). Для синтаксичного
дерева Ox ланцюговий комплекс C•(Ox) визначається як:

• Cn(Ox): Множина n-клiтин CW-комплексу (наприклад, C0 =
{конструктори}, C1 = {β-правила}, C2 = {η-правила}).

• Диференцiали ∂n : Cn → Cn−1, що вiдображають n-клiтини на їх
межi (наприклад, ∂1(β) = application − substitution).

• Умова: ∂n−1 ◦ ∂n = 0, що забезпечує композицiйнiсть трансформацiй.

Example 2 (Ланцюговий комплекс для OΠ). Для OΠ:

• C0(OΠ) = {variable, pi, lambda, application}.

• C1(OΠ) = {β : (λx.M)N → M[N/x]}.
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• C2(OΠ) = {η : λx.fx → f}.

• Диференцiал: ∂1(β) = application(lambda(x, l, f), a) − f[a/x].

• Диференцiал: ∂2(η) = lambda(x, l, application(f, variable(x, l))) − f.

3.4.3 Когомологiчнi групи
Definition 56 (Когомологiчнi групи). Когомологiчнi групи синтаксичного
дерева Ox визначаються як:

Hn(Ox) = ker(∂n)/im(∂n+1)

де:

• H0(Ox): Зв’язнi компоненти, що представляють незалежнi конструктори.

• H1(Ox): Цикли, що представляють нетривiальнi β-правила.

• H2(Ox): Гомотопiчнi класи η-правил, що вiдображають вищi зв’язки.

Example 3 (Когомологiї OHTS). Для гомотопiчної системи типiв OHTS, що
включає Path-типи та операцiї композицiї:

• H0(OHTS): Конструктори (Π, Σ, =, W, I).

• H1(OHTS): Рiвностi, згенерованi β-правилами та Path-типами.

• H2(OHTS): Гомотопiї, згенерованi η-правилами та операцiями
композицiї (наприклад, HComp).

3.4.4 Спектральна моноїдальна категорiя та когомологiї
Спектральна моноїдальна категорiя L має об’єкти у виглядi мов
програмування Ox та морфiзми у виглядi фiльтрiв (Fenrich, Fsimp тощо).
Визначаємо ланцюговий комплекс для L:

Definition 57 (Ланцюговий комплекс L). Ланцюговий комплекс C•(L)
визначається як:

• C0(L) = {Ox}: Множина мов.

• C1(L) = {Fenrich,Fsimp,Ftrans, . . . }: Множина фiльтрiв.

• C2(L): Природнi перетворення мiж фiльтрами (наприклад, гомотопiї
мiж компiляторами).

• Диференцiали: ∂1(Fenrich) = Oy −Ox, для Fenrich : Ox → Oy.

Definition 58 (Когомологiї L). Когомологiчнi групи Hn(L) визначаються
як:

Hn(L) = ker(∂n)/im(∂n+1)
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• H0(L): Класи еквiвалентностi мов за виразнiстю.

• H1(L): Нетривiальнi цикли фiльтрiв (наприклад, цикли нормалiзацiї).

• H2(L): Гомотопiчнi класи природних перетворень.

3.4.5 Спектральна послiдовнiсть мов
Спектральна послiдовнiсть мов визначається як функтор:

O∞ : N → L, O∞(n) = {OCPS, OPTS, OMLTT−80, OHTS, . . . }

Когомологiчнi групи Hn(Ox) для кожної мови iндукують послiдовнiсть
гомоморфiзмiв:

Hn(OCPS) → Hn(OPTS) → Hn(OMLTT−80) → Hn(OHTS)

Ця послiдовнiсть вiдображає гомотопiчну еволюцiю синтаксисiв мов.

3.4.6 Висновки
Цей пiдхiд пропонує нову теорiю аналiзу синтаксисiв мов програмування за
допомогою когомологiй, де правила β та η моделюються як рiвностi у вищих
iндуктивних типах. Iнтерпретацiя синтаксисiв як CW-комплексiв дозволяє
визначити ланцюговi комплекси та когомологiчнi групи, що вiдображають
гомотопiчнi iнварiанти. Iнтеграцiя в спектральну моноїдальну категорiю
дає змогу вивчати трансформацiї мов та їх iєрархiчну структуру.
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виконання

Присвячується автору Erlang

Джо Армстронгу

Третiй роздiл описує розвиток концептуальної моделi системи доведення
теорем як сукупностi формальних середовищ виконання, кожне наступе з
яких, складнiше за попереднє, має свою операцiйну семантику, та наслiдує
усi властивостi попереднiх операцiйних середовищ послiдовностi.

Вступне слово

4.1 Iнтерпретатор як основна лямбда-система

Мiнiмальна мова системи OCPSλ
визначається простим синтаксичним

деревом:

de f CPSλ : U
:= i nduc t i v e { var (x : nat )

| lam ( l : nat ) (d : cps )
| app ( f a : cps )
}

Однак, на практицi, застосовують бiльш складнi описи синтаксичних
дерев, зокрема для лiнивих обчислень, та розширення синтаксичного дерева
спецiальними командами пов’язаними з середовищем виконання. Програми
таких iнтерпретаторiв вiдповiдно виконуються у певнiй пам’ятi, яка
використовується як контекст виконання. Кожна така програма крутиться
як одиниця виконання на певному ядрi процесора. Ситема процесiв, де
кожен процес є CPS-програмою яку виконує iнтерпретатор на певному ядрi.

59
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Табл. 4.1: Замiри на iнтерпретаторах ландшафту атаки
Мова Fac(5) в нс

Rust 0
Java 3

PyPy 8
CPS 291

Python 537
K 756/635

Erlang 10699/1806/436/9
LuaJIT 33856

Табл. 4.2: Замiри на iнтерпретаторах ландшафту атаки
Мова Akk(3,4) в мкс

CPS 635
Rust 8,968

Мотивацiя для побудови такого iнтерпретатору, який повнiстю
розмiщується разом зi программою в L1 стеку (який лiмiтований 64КБ)
базується на успiху таких вiртуальних машин як LuaJIT, V8, HotSpot,
а також векторних мов програмування типу К та J. Якби ми могли
побудувати дiйсно швидкий iнтерпретатор який би виконував програми
цiлком в L1 кешi, байткод та стрiми якого були би вирiвнянi по словам
архiтектури, а для векторних обчислень застосовувалися би AVX iнструкцiї,
якi, як вiдомо перемагають по цiнi-якостi GPU обчислення. Таким чином,
такий iнтерпретатор мiг би, навiть без спецiалiзованої JIT компiляцiї,
скласти конкуренцiю сучасним промисловим iнтерпретаторам, таким як
Erlang, Python, K, LuaJIT.

Для дослiдження цiєї гiпотези мною було побудовано еспериментальний
iнтерпретатор без байт-коду, але з вирiвняним по словам архiтерктури
стрiму команд, якi є безпосередньою машинною презентацiєю конструкторiв
iндуктивних типiв (enum) мови Rust. Наступнi результати були отриманi
пiсля неотпимiзованої версiї iнтерпретатора при обчисленнi факторiала (5)
та функцiї Акермана у точцi (3,4).

Ключовим викликом тут стали лiнiйнi типи мови Rust, якi не
дозволяють звертатися до ссилок, якi вже були обробленi, а це впливає
на всю архiтектуру тензорного преставлення змiнних в мовi iнтерпретатор
OCPS, яка наслiдує певним чином мову К.
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4.1.1 Векторизацiя засобами мови Rust

objdump ./ t a r g e t / r e l e a s e /o −d | grep mulpd
223 f1 : c5 f5 59 0c d3 vmulpd (%rbx ,%rdx ,8) ,%ymm1,%ymm1
223 f6 : c5 dd 59 64 d3 20 vmulpd 0x20(%rbx ,%rdx ,8) ,%ymm4,%ymm4
22416 : c5 f5 59 4c d3 40 vmulpd 0x40(%rbx ,%rdx ,8) ,%ymm1,%ymm1
2241 c : c5 dd 59 64 d3 60 vmulpd 0x60(%rbx ,%rdx ,8) ,%ymm4,%ymm4
2264d : c5 f5 59 0c d3 vmulpd (%rbx ,%rdx ,8) ,%ymm1,%ymm1
22652 : c5 e5 59 5c d3 20 vmulpd 0x20(%rbx ,%rdx ,8) ,%ymm3,%ymm3

4.1.2 Байт-код iнтерпретатора
Синтаксичне дерево, або неформалiзований бай-код вiртуальної машини
або iнтерпретатора OCPS розкладається на два дерева, одне дерево для
управляючих команд iнтерпретатора: Defer, Continuation, Start (початок
програми), Return (завершення програми).
de f Lazy : U
:= i nduc t i v e { Defer ( o t r e e : NodeId ) ( a : AST) ( cont : Cont )

| Continuat ion ( o t r e e : NodeId ) ( a : AST) ( cont : Cont )
| Return ( a : AST)
| S ta r t
}

Операцiї вiртуальної машини: умовний оператор, оператор присвоєння,
лямбда функцiя та аплiкацiя, є вiдображеннями на конструктори
синтаксичного дерева.
de f Cont : U
:= i nduc t i v e { Expres s ions ( a : AST) (v : Option ( I t e r AST) ) ( c : Cont )

| Assign ( a s t : AST) ( cont : Cont )
| Cond ( c , d : AST) ( cont : Cont )
| Func (a , b , c : AST) ( cont : Cont )
| L i s t ( acc : Vec AST) ( vec : I t e r AST) ( i : Nat ) ( c : Cont )
| Ca l l ( a : AST) ( i : Nat ) ( cont : Cont )
| Return
| I n t e r c o r e (m: Message ) ( cont : Cont )
| Yie ld ( cont : Cont )
}
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4.1.3 Синтаксис
Синтаксис мови OCPS пiдтримує тензори, та звичайне лямбда числення з
значеннями у тензорах машинних типiв даних: i32, i64.
E: V | A | C
NC: " ;" = [ ] | " ; " m:NL = m
FC: " ;" = [ ] | " ; " m:FL = m
EC: " ;" = [ ] | " ; " m:EL = m
NL: NAME | o :NAME m:NC = Cons o m
FL: E | o :E | m:FC = Cons o m
EL: E | EC | o :E m:EC = Cons o m
C: N | c :N a :C = Cal l c a
N: NAME | S | HEX | L | F
L : "(" ")" = [ ] | " ( [ " c :NL " ]" m:FL ")" = Table c m

| "(" l :EL ")" = L i s t l
F : "{" "}" = Lambda [ ] [ ] [ ]

| "{ [" c :NL " ]" m:EL "}" = Lambda [ ] c m
| "{" m:EL "}" = Lambda [ ] [ ] m

Пiсля парсера, синтаксичне дерево розкладається по наступним
складовим: AST для тензорiв (визначення вищого рiвня); Value для
машинних слiв; Scalar для конструкцiй мови (куди входить зокрема
списки та словники, умовний оператор, присвоєння, визначення функцiї
та її аплiкацiя, UTF-8 лiтерал, та оператор передачi управлiння в поток
планувальника який закрiплений за певним ядром CPU).
de f AST : U
:= i nduc t i v e { Atom ( a : Sca l a r )

| Vector ( a : Vec AST)
}

de f Value : U
:= i nduc t i v e { Ni l

| SymbolInt ( a : u16 )
| SequenceInt ( a : u16 )
| Number ( a : i 64 )
| Float ( a : f64 )
| VecNumber (Vec i64 )
| VecFloat (Vec f64 )
}
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de f Sca l a r : U
:= i nduc t i v e { Ni l

| Any
| L i s t ( a : AST)
| Dict ( a : AST)
| Ca l l ( a b : AST)
| Assign ( a b : AST)
| Cond ( a b c : AST)
| Lambda ( o t r e e : Option NodeId ) ( a b : AST)
| Yie ld ( c : Context )
| Value (v : Value )
| Name ( s : S t r ing )
}

Кожна секцiя цiєї глави буде присвячена цим мовним компонентам
системи доведення теорем. В кiнцi роздiлу дається повна система, яка
включає в себе усi мови та усi мовнi перетворення.

4.2 Система числення процесiв SMP async

4.2.1 Операцiйна система
Перелiчимо основнi властивостi операцiйної системи (прототип якої
опублiкований на Github1).

4.2.2 Властивостi
Автобалансована низьколатентна, неблокована, без копiювання, система
черг з CAS-мультикурсорами, з прiоритетами задач та масштабованими
таймерами.

Асиметрична багапроцесорнiсть

Ядро системи використовує асиметричну багапроцесорнiсть (АП) для
планування машинного часу. Так у системi для консольного вводу-виводу
та вебсокет монiторингу використовується окремий ректор (закрiплений
за ядром процессора), аби планування не впливало на програми на iнших
процесорах.

1https://github.com/voxoz/kernel

https://github.com/voxoz/kernel
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Це означає статичне закрiплення певного атомарного процесу
обчислення за певним реактором, та навiть можливо дати гарантiю, що
цей процес не перерветься при наступному квантi планування нiяким
iншим процесом на цьому ядрi (ситуацiя єдиного процесу на реактор ядра
процесору). Ядро системи постачається разом з конфiгурацiйною мовою
для закрiплення задач за реакторами:
r e a c t o r [ aux ; 0 ;mod [ conso l e ; network ] ] ;
r e a c t o r [ t imercore ; 1 ;mod [ t imer ] ] ;
r e a c t o r [ core1 ; 2 ;mod [ task ] ] ;
r e a c t o r [ core2 ; 3 ;mod [ task ] ] ;

Низьколатентнiсть

Усi реактори повиннi намагатися обмежити IP-лiчильник команд
дiапазоном розмiром з L1/L2 кеш об’єм процесора, для унеможливлення
колiзiй мiж ядрами на мiжядернiй шинi можлива конфiгурацiя, де реактори
виконують код, областi пам’ятi якого не перетинаються, та обмеженi
об’ємом L1 кеш пам’ятi що при наявнiй AVX векторизацiї дать змогу
повнiстю використовувати ресурси процесору наповну.
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Мультикурсори

Серцем низьколатентної системи транспорту є система наперед видiлений
кiльцевих буферiв (якi називаються секторами глобального кiльця). У цiй
системi кiлець дiє система курсорi для запису та читання, цi курсори
можуть мати рiзний напрямок руху. Для забезпечення iмутабельностi

PUBLISHER CASE

NET I/O

PUB Implementation for Zero-Copy 

Multiple Consumer Publishing (SPMC)

NET I/O

LINK

LINK

LINK

7

LINK/CORE #1

LINK/CORE #2

LINK/CORE #3

CAS Cursor

Shifting

Рис. 4.1: Кiльцева статична черга з CAS-курсором для публiкацiї

(нерухомостi даних) та вiдсутностi копiювання в подальшiй роботi, данi
залишаються в черзi, а рухаються та передаються лише курсори на
типизованi послiдовностi даних.

SUBSCRIBER CASE

NET I/O

Multicursor Implementation of SUB (MPSC)

for InterCore Queue Migrations and Cache Locality

NET I/O

8

LINK

LINK

LINK

LINK/CORE #1

LINK/CORE #2LINK/

CORE #4

LINK/

CORE #5

L2/L3 FIT

CAS Polling

Рис. 4.2: Кiльцева статична черга з CAS-курсором для згортки
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Реактори

Кожен процесор має три типи реакторiв якi можуть бути на ньому
запущенi: i) Task-реактор; ii) Timer-реактор; iii) IO-цикли. Для Task-
реактора iснують черги прiорiтетiв, а для Timer-реактора — дерева
iнтервалiв. Загальний спосiб комунiкацiї для задач виглядає як публiкацiя у

NET

CLUSTER

InterCore BUS

TASKS

DISK

TIMERSMQ

SPU # 1

2

CPU # 1CPU # 1

Linear: MQ, EXT, DISK, NET

Trees: TIMERS

Priority Queues: TASKS, IRQ

Рис. 4.3: Система процесорних ядер та реакторiв

чергу (рух курсора запису) та пiдписка на черги i згортання (руху курсора
читання). Кожна черга має як курсори для публiкацiї так i курсори для
читання. Можливо також використання мiжреакторної шини InterCore та
посилання службового повiдомлення по цiй шинi на iнший реактор. Так,
наприклад, працюють таймери та старти процесiв, якi передають сигнал в
реактор для перепланування. Можна створювати новi повiдомлення шини
InterCore i систему фiльтрiв для згортання черги реактора для бiльш
гнучкої обробки сигналiв реального часу.

Task-реактор

Task-реактор або реактор задач виконує Rust задачi або програми
iнтерпретатора, якi можуть бути двох видiв: кiнечнi (якi повертають
результат виконання), або нескiнченнi (процеси).

Приклад бескiнечної задачi — 0-процес, який запускається при стартi
системи. Цей процес завжди доступний по WebSocket каналу та з консолi
термiналу.

IO-реактор

Мережевий сервер або IO-реактор може обслуговувати багато мережевих
з’єднань та пiдтримує Windows, Linux, Mac смаки.

Timer-реактор

Рiзнi типи сутностей планування (такi як Task, IO, Timer) мають рiзнi
дисциплiни селекторiв повiдомлень для черг (послiдовно, через само-
балансуючi дерева, BTree дерева тощо).
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Мiжреакторний транспорт InterCore

Шина InterCore конструюється певним числом SPMC черг, видiлених для
певного ядра. Шина сама має топологiю зiрки мiж ядрами, та черга
MPSC органiзована як функцiя над множиною паблiшерiв. Кожне ядро
має рiвно одного паблiшера. Функцiя обробки шини протоколу InterCore
називається poll_bus та є членом планувальника. Ви можете думати про
InterCore як телепорт мiж процесорами, так як pull_bus викликається пiсля
кожної операцiї Yield в планувальник, i, таким чином, якщо певному ядру
опублiкували в його чергу повiдомлення, то пiсля наступного Yield на цьому
ядрi буде виконана функцiя обробки цього повiдомлення.

fun pub(capacity: int ): int

Створює новий CAS курсор для паблiшiнга, тобто для запису. Повертає
глобальних машинний iдентифiкатор, має єдиний параметр, розмiр черги.
Приклад: p: pub[16].

fun sub(publisher: int ): int

Створює новий CAS курсор для читання певної черги, певного врайтера.
Повертає глобальний машинний iдентифiкатор для читання. Приклад: s:
sub[p].

fun spawn(core: int , program: code, cursors: array int ): int

Створює нову програму задачу CPS-iнтепреторатора для певного ядра.
Задача може бути або програмою на мовi Rust або будь якою програмою
через FFI. Також при створеннi задачi задається список курсорiв, якi
ексклюзивно належатимуть до цiєї задачi. Параметри функцiї: ядро, текст
програми або назва FFI функцiї,спсисок курсорiв.

fun kill (process: int ): int

Денонсацiя процесора на реаторi.

fun send(writer: int , data: binary): int

Посилає певнi данi в певний курсор для запису. Повертає Nil якшо всьо ОК.
Приклад: snd[p;42].

fun receive(reader: int)

Повертає прочитанi данi з певного курсору. Якшо даних немає, то передає
управлiння в планувальних за допомогою Yield. Приклад: rcv[s].
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4.2.3 Структури ядра
Ядро є ситемою акторiв з двома основними типами акторiв: чергами,
якi представляють кiльцевi буфери та вiдрiзки памятi; та задачами, якi
резпрезентують байт-код програм та iх iнтерпретацiю на процесорi. Черги
бувають двох видiв: для публiкацiї, якi мiсять курсори для запису; та для
читання, якi мiстять курсори для читання. Задачi можна iмплементувати
як Rust програми, або як OCPS програми.

Черга для публiкацiї

pub s t r u c t Pub l i she r<T> {
r ing : Arc<RingBuffer<T>> ,
next : Ce l l<Sequence> ,
c u r s o r s : UncheckedUnsafeArc<Vec<Cursor>> ,

}

Черга для читання

pub s t r u c t Subsc r ibe r<T> {
r ing : Arc<RingBuffer<T>> ,
token : us i ze ,
next : Ce l l<Sequence> ,
c u r s o r s : UncheckedUnsafeArc<Vec<Cursor>> ,

}

Iснує двi спецiльнi задачi: InterCore задача, написана на Rust, яка
запускається на всiх ядрах при запуску системи, а також CPS-iнтерпретор
головного термiнала системи, який запускається на BSP ядрi, поближче
до Console та WebSocket IO селекторiв. В процесi життя рiзнi CPS та Rust
задачi можуть бути запущенi в такiй системi, поєднуючи гнучкiсть програм
iнтерпретатора, та низькорiвневих програм, написаних на мовi Rust.

Окрiм черг та задач, в системi присутнi також таймери та iншi IO
задачi, такi як сервери мережi або сервери доступу до файлiв. Також
iснують структури якi репрезентують ядра та мiстять палнувальники. Уся
вiртуальна машина є сукупнiстю таких структур-ядер.
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Канал

Канал складається з одного курсору для запису та багатьох курсорiв для
читання. Канал предствляє собою компонент зiрки шини InterCore.
pub s t r u c t Channel {

pub l i s h e r : Pub l i sher<Message> ,
s ub s c r i b e r s : Vec<Subsc r ibe r<Message>> ,

}

Черги ядра

Память репрезентує усi наявнi черги для публiкацiї та читання на ядрi. Ця
iнформацiя передається клонованою кожнiй задачi планувальника на цьому
ядрi.
pub s t r u c t Memory< ’ a> {

pub l i s h e r s : Vec<Publ i she r<Value< ’ a>> ,
s ub s c r i b e r s : Vec<Subsc r ibe r<Value< ’ a>>> ,

}

Планувальник

Планувальник репрезентує ядра процесара, якi розрiзняються як BSP-ядра
(або 0-ядра, bootstrap) та AP ядра (iншi ядра > 0, application). BSP ядро
тримає на собi Console та WebSocket IO селектори. Це означає, що BSP ядро
дає свiй час на обробку зовнiшньої iнформацiї, у той час як AP процесори
не обтяженi таким навантаженням (io черга в таких планувальниках пуста).
Iснує InterCore повiдомлення яке додає або видаляє довiльнi IO селектори
в планувальних для довiльних конфiгурацiй.
pub s t r u c t Scheduler< ’ a> {

pub ta sk s : Vec<T3<Job< ’ a>>> ,
pub bus : Channel ,
pub queues : Memory< ’ a> ,
pub i o : IO ,

}
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4.2.4 Протокол InterCore
Протокол шини InterCore.
pub enum Message {

Pub(Pub) ,
Sub (Sub ) ,
Pr int ( S t r ing ) ,
Spawn(Spawn ) ,
AckSub(AckSub ) ,
AckPub(AckPub ) ,
AckSpawn(AckSpawn ) ,
Exec ( us i ze , S t r ing ) ,
S e l e c t ( Str ing , u16 ) ,
QoS(u8 , u8 , u8 ) ,
Halt ,
Nop ,

}

4.3 Система числення тензорiв AVX
Для реалiзацiї мови програмування високого рiвня на BLAS Level 3
бекендом була вибрана мова NumLin, серед iнших: 1) Ling, 2) Guarded Cu-
bical, 3) A Fibrational Framework for Substructural and Modal Logics, 4) APL-
like interpreter in Rust (дана робота), 5) Futhark.
de f AVX−512 : U
:= i nduc t i v e { Star | True | Fa l se

| Var iab le (_: Var )
| Prim (_: Bu i l t i n )
| Int (_: nat ) | Float (_: f l o a t )
| Lambda ( a : Var ) (b : Linear ) ( c : Exp)
| App ( a b : Exp)
| Pair ( a b : Var ) ( c d : Exp)
| Consume ( a : Var ) (b c : Exp)
| Gen ( a : Var ) (b : Exp)
| Spec ( a : Exp) (b : Fract ion )
| Fix ( a b : Var ) ( c d : Linear ) ( e : Exp)
| I f ( a b c : Exp)
| Let ( a : Var ) (b c : Exp)
}

4.4 Висновки
Перша стадiя реалiзацiї класичного лiнивого iнтерпретатора з CPS
семантикою була виконана як MVP трейдингової HFT платформи.
Наступна стадiя — виконання верифiкованого iнтерпретатора (вiртуальної
машини) та компiлятора (в неї) Standard ML мови на основi компiлятора
Joe (MinCaml).



Роздiл 5

Бiблiотека середовища
виконання

Присвячується автору
формальної системи F

Жану-Iву Жирару

Пiсля побудови в роздiлi 3 формального середовища виконання, яке
складається з операцiйної системи у якiй виконуються CPS-iнтерпретатори
з формальною системою вводу-виводу IO, можна зразу переходити до
базової бiблiотеки середовища виконання.

Даний роздiл формалiзує iнтерфейс прикладного програмування та
систему бiблiотек часу виконання для забезпечення потреб побудови
гетерогенних систем та сервiсiв.

Вступне слово
Так чи iнакше для дослiдження будь-якої базової бiблiотеки середовища
виконання доведеться зустрiтися з теорiєю яка стоїть за System F. Навiть
базова бiблiотека фундаментальної вищої мови PTS в сутностi потребує для
свого кодування лише системи Ф, так як є безпосереднiм портом з мови
Haskell. Тому доречно використовувати у якостi промiжної типової системи
систему Ф Жирара як цiльову систему для екстрактiв з вищих мов, таких
як HTS (якщо такi екстракти iснують для окремих програм).

5.1 Загальнi принципи
N2O.DEV — це формальна фiлософiя та iнженерна вправа водночас.
Вона обмежує автора бути ефективним та точним не втрачаючи при
цьому повноти та функцiональностi. Це накшталт внутрiшньої дисциплiнi
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при проектуваннi програмного забезпечення. Ця фiлософiя багато рокiв
застосовується на практицi для побудови систем SYNRC, та визначає
стандартний мiнiмальний набiр для демонстрацiї однiєї з сучасних моделей
реактивного веб-програмування, яка включає: веб-сокет веб-фреймвок з
бiнарною серiлiзацiєю, пушами та контролем DOM елементiв зi сторони
сервера. N2O.DEV вчить будувати простi та надiйнi системи на будь-якiй
мовi програмування.

5.2 Формальна специфiкацiя

Формальне середовище виконання визначає структуру операцiйних
середовищ (runtimes) як операцiйну систему лямбда-iнтерпретаторiв
якi працюють на паралельному обчислювальному середовищi (ядрах
процесорiв). Кожне з ядер процесорiв виконує в нескiнченному циклi
команди лямбда-iнтерпретаторiв, переключаючи через певний промiжок
часу на потiк команд iншого iнтерпретатора. Таке визначення дає змогу
вбудувати цю структуру у вiртуальну машину Erlang: 1) Головний процес
додатку; 2) Супервiзор додатку; 3) Промiжнi супервiзори; 4) Кiнцевi пул
процесорiв повiдомлень.

Тут визначена специфiкацiя програмного забезпечення усiх рiвнiв
прикладної моделi для пiдприємств на функцiональних мовах програмування.
Ця специфiкацiя визначає правила побудови WebSocket сервера, бiнарного
серiалiзатора та веб-фреймворку визначеному формальними протоколами.
Промисловi версiї також пiдтримують систему управлiння бiзнес-процесами
та ефективне сховище з глобальним простором ключiв.

Сервернi та клiєнтськi мови

Мови програмування роздiленi на чотири рiвня як для клiєнтської
(мобiльної та веб розробки) так i для серверної розробки (бекенд системи).
Нульовий рiвень — тотальнi формальнi алгебраїчнi мови програмування,
що забезбечують повноту, функцiональнiсть та доведення властивостей
прогрм згiдно сучасних уявлень про математичне моделювання та
системи залежних типiв побудованих на розшаруваннях. Перший рiвень
— формальнi функцiональнi мови програмування, як правило System F,
System Fω якi успiшно використовуються в промисловостi та забезпечують
достатньо формальний запис який пiддається масштабуванню у великих
командах завдяки потужному ядру компiляторiв. Другий рiвень —
неформальнi (без формальної операцiйної чи денотацiйної семантики)
чи формальних верифiкаторiв, якi проте успiшно використовуються
в промисловостi, можуть бути як з розвиненими системами типiв з
узагальненими шаблонами та типами сумами, так i однотипними мовами
програмування з динамiчною типiзацiєю. Третiй рiвень — мови якi
погано пiддаються масштабуванню у промисловому виробництвi (на основi
спостережень за власним досвiдом).
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Табл. 5.1: Перелiк квалiфiкацiйних рiвнiх верифiкацiї
Сторона/Рiвень Приклади мов
клiєнт/3 JavaScript, Lua
клiєнт/2 Swift, Kotlin, TypeScript
клiєнт/1 UrWeb, OCaml, PureScript
клiєнт/0 Kind, PTS
сервер/3 PHP, Python, Perl, Ruby
сервер/2 Erlang, Elixir
сервер/1 SML, Scala, Haskell, F#, Rust, Hamler
сервер/0 Coq, Agda, Lean, MLTT/HTS

Обранi мови реалiзацiї

Тут перелiченi мови, на яких реалiзовано та апробовано N2O.DEV.
Standard ML1. В академiчних цiлях Марат Хафiзов створив за

специфiкаєю N2O/NITRO порт на мови Standard ML (SML/NJ та MLton).
Ця робота представлена Github органiзацiєю O1 в структурi N2O.

Haskell2. Перший експеримент з формалiлазцiї N2O в систему F
була робота Андрiя Мельникова. Пiзнiше, бiльш повну версiю з NITRO
протокол запропонував Марат Хафiзов, ця версiя представлена на Github
як органiзацiя O3.

F#3. Також у якостi вправи Siegmentation Fault зробив порт NITRO на
мову F# разом з ETF кодуванням. Цi напрацювання представленi в Github
органiзацiї O61.

Lean4. У якостi бiльшо формальної платформи з залежними типами,
мова Lean 4 вiд Леонардо де Мура з Microsoft. Siegmentation Fault автор
порта, який представлений Github органiзацiєю O89 та сайтом lean4.dev.

Erlang5. Основна промислова платформа, яка в повнiй мiрi реалiзує
специфiкацiю N2O.DEV.

Elixir6. Адаптацiя N2O.DEV для мови Elixir. Основна iмплементацiя не
змiнена, постiйно пiдтримується публiкацiя пакетiв на HEX.PM.

Hamler. Нова формальна платоформа на базi PureScript для
вiртуальної машини Erlang. В подальшому цей роздiл буде присвячений
iмплементацiї та специфiкацiї на мовi Hamler (варiацiя PureScript з
бекендом в Erlang Core).

Авторськими вважаються iмплементацiї на мовах Erlang (Elixir)
та Hamler (PureScript). Iншi представленi iмплементацiї вважаються
сертифiкаваними формальними референсними моделями.

1https://github.com/o1
2https://github.com/o3
3https://ws.erp.uno
4https://github.com/o89
5https://github.com/synrc
6https://github.com/synrc

https://github.com/o1
https://github.com/o3
https://ws.erp.uno
https://github.com/o89
https://github.com/synrc
https://github.com/synrc
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Табл. 5.2: Перелiк мов для яких iснує версiя базової бiблiотеки
Мова/Платформа Набiр реалiзованих компонент
Erlang/OTP N2O, BPE, KVS, NITRO, MAD, FORM
Elixir/OTP N2O, BPE, KVS, NITRO, FORM
Hamler/OTP RT, BASE, N2O, BPE, KVS, NITRO
Standard ML N2O, NITRO, ETF
Haskell N2O, NITRO, ETF
F# N2O, NITRO, ETF
Lean 4 N2O, NITRO, MAD, ETF

Протягом 8 рокiв автор практикувався аби адаптувати бiблiотеку
середовища виконання до основних формальних або напiвформальних мов
System F, якi принаймi написанi на мовах якi теж є мовами System F (SML,
F#, Haskell). Стороннiми дослiдниками була навiть зроблена адаптацiя для
Lean 47. В процесi цьої багаторiчної вправи стало зрозумiлим, що досягти
на виробництвi тiєї якостi, яка досягається в середовищi виконання Er-
lang/OTP майже неможливо. Тому модель базової бiблiотеки, спочатку
адаптувалася з оригiнальної мови Erlang (2013) для мови Elixir (2018), i
потiм для мови Hamler (2021), що є варiацiєю PureScript (System Fω). Всього
iснує 7 моделей для 7 мов програмування базової бiблiотеки представленої
в цiй роботi.

5.3 Пакети формального середовища

Тут представлена модель бiблiотеки формального середовища виконання,
яке скаладається з JIT-iнтерпретатора, потужної SMP-системе акторiв
з неблокуючими курсорами черг повiдомлень для системи процесiв 1:1
(процес-черга, кожен процес має свою чергу). Така спрощена модель дещо
вiдрiзняється вiд моделi CSP, CCS та класичного числення процесiв (Pi Cal-
culus) проте протягом цих 8 рокiв на практицi стало зрозумiлим, що модель
Erlang/OTP бiльш гнучка до масштабування та стiйка до помилок.

Iншими словами модель в System F базової бiблiотеки середовища
виконання формально визначає цей прошарок унiфiкованого мовного
середовища. А модель процесiв хоча формально не вiдображає семантику
коiндукцiї (стерта iнформацiя), проте досi синтаксис мовного середовища
представленого в роздiлi 2 є сумiсним з моделлю Erlang/OTP яка є
основною платформою, що пiдтримується у виробництвi.

7https://o89.github.io/lean4.dev/

https://o89.github.io/lean4.dev/
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5.3.1 Структури даних BASE

Структури даних представленi додатком BASE. Основнi модулi додатку:
List, Array, Atomics, Binary, Bool, Char, Counters, DateTime, Digraph, Enum,
Eq, Float, Int, Map, Maybe, Ord, OrdDict, OrdSet, Pid, Queue, Read, Record,
Regex, Set, Time, Tuple.

Сигнатури додатка BASE максимально сумiснi з базовою бiблiотекою
Hamler.

5.3.2 Сервiси середовища виконання RT

Сервiси середовища виконання представленi додатком RT, iменнi простори
якого дещо вiдрiзняються вiд вiдповiдних сигнатур базової бiблiотеки мови
Hamler.

Database

Модулi простору Database: Mnesia, ETS.

axiom a l l : IO ( L i s t TableId )
axiom browse : IO St r ing
axiom de l e t e : Π ( k : U) , TableId −> k −> IO Unit
axiom f i r s t : Π ( t : TableId ) ( k : U) , IO (Maybe k )
axiom l a s t : Π ( k : U) , TableId −> IO (Maybe k )
axiom f o l d l : Π ( v acc : U) , ( v −> acc −> acc ) −> acc −> TableId −> IO acc
axiom f o l d r : Π ( v acc : U) , ( v −> acc −> acc ) −> acc −> TableId −> IO acc
axiom i n s e r t : Π ( v : U) , TableId −> v −> IO Boolean
axiom lookup : Π ( k v : U) , TableId −> k −> IO ( L i s t v )
axiom member : Π ( k : U) , TableId −> k −> IO Boolean
axiom new : Atom −> TableOptions −> IO TableId
axiom next : Π ( k : U) , TableId −> k −> IO (Maybe k )
axiom prev : Π ( k : U) , TableId −> k −> IO (Maybe k )
axiom rename : TableId −> Atom −> IO Atom
axiom take : Π ( k v : U) , TableId −> k −> IO ( L i s t v )
axiom match : Π ( a v : U) , TableId −> a −> IO ( L i s t v )
axiom s l o t : Π ( v : U) , TableId −> I n t eg e r −> IO (Maybe ( L i s t v ) )

Filesystem

Модулi простору Filesystem: Dir, File, FilePath, IO, Active.

OS

Модулi простору OS: Env, Init, Shell.

Process

Модулi простору Process: Application, Supervisor, Dict, GenServer, Spawn,
Process, Timer.
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Network

Модулi простору Network: TCP, UDP, TLS, Inet, WebSocket.
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5.3.3 Прикладнi протоколи N2O
Сервiси веб-сокет сервера, представленi додатком N2O: N2O, PI, Proto,
Ring, MQTT, WS, TCP, Heart, Syn, FTP, NITRO, ETF, GCM, Session, Cache.

Модуль N2O пропонує ряд сервiсiв зручних та вивiрених в промисловiй
роботi для побудови сервiсних протоколiв що вбудовуються в цикли
сучасних TCP, QUIC, UDP, MQTT, WebSocket серверiв, та в процесi своєї
роботи можуть стартувати додатковi процеси для обробки iнформацiї пiд
супервiзiєю середовища виконання.
axiom p i c k l e : Binary −> Binary
axiom dep i ck l e : Binary −> Binary
axiom encode : Π ( k : U) , k −> Binary
axiom decode : Π ( k : U) , Binary −> IO k
axiom reg : Π ( k : U) , k −> IO k
axiom unreg : Π ( k : U) , k −> IO k
axiom send : Π ( k v z : U) , k −> v −> IO z
axiom ge tSe s s i on : Π ( k v : U) , k −> IO v
axiom putSes s ion : Π ( k v : U) , k −> v −> IO v
axiom getCache : Π ( k v : U) , Atom −> k −> IO v
axiom putCache : Π ( k v : U) , Atom −> k −> v −> IO v

Тут залишено лише саме необхiдне, але не настiльки тривiальне аби бути
iграшковим. Всi функцiї всiї сервiсiв можуть пiдмiнятися в ходi виконання.
В сутностi тут зiбранi сервiси: 1) бiнарної серiалiзацiї Erlang Term Format
(ETF), функцiї encode/decode; 2) функцiї симетричного шифрування AES-
GCM/128 pickle/depickle; 3) функцiї Pub/Sub внутрiшнього Erlang реєстра
(syn/gproc/global, тощо); 4) функцiї роботи з персональними сесiями, якi
захищенi зашифрованими токенами; 5) функцiї роботи з глобльним кеш-
сервiсом для бiзнес-об’єктiв.

Модуль N2O.PI абстрагує користувача вiд надмiрного фольклору Super-
visor та пропонує простiший протокол запуску асинхронних процесiв.
data PI = PI St r ing Atom Atom Atom In t eg e r RestartType
data Sup = Ok Pid St r ing | Error S t r ing

axiom s t a r t : PI −> IO Sup
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5.3.4 Сховище даних KVS

Сервiси сховища даних представленi додатком KVS: KVS, Stream, ST,
Rocks, Mnesia, FS.

axiom get : Π ( f k v : U) , f −> k −> IO (Maybe v )
axiom put : Π ( r : U) , r −> IO StoreResu l t
axiom de l e t e : Π ( f k : U) , f −> k −> StoreResu l t
axiom index : Π ( f p v r : U) , f −> Atom −> v −> L i s t r

data Reader = Reader In t eg e r Binary ETF Str ing In t eg e r
data Writer = Writer In t eg e r Binary ETF St r ing In t eg e r
data StoreResu l t = Ok In t eg e r S t r ing Binary

| Error In t eg e r S t r ing Binary

axiom next : Reader −> IO Reader
axiom prev : Reader −> IO Reader
axiom take : Reader −> IO Reader
axiom drop : Reader −> IO Reader
axiom save : Reader −> IO Reader
axiom append : Π ( f r : U) , f −> r −> IO StoreResu l t
axiom remove : Π ( f r : U) , f −> r −> IO StoreResu l t

5.3.5 Бiзнес-процеси BPE

Сервiси системи управлiння бiзнес-процесами представленi додатком BPE:
BPE, Event, Action, Process, Hist, Flow.

axiom s t a r t : Proc −> IO Sup
axiom stop : S t r ing −> IO Sup
axiom next : ProcId −> IO ProcRes
axiom load : ProcId −> IO ProcRes
axiom proc : ProcId −> IO ProcRes
axiom as s i gn : ProcId −> IO ProcRes
axiom p e r s i s t : ProcId −> Proc −> IO ProcRes
axiom amend : Π ( k : U) , ProcId −> k −> IO ProcRes
axiom d i s ca rd : Π ( k : U) , ProcId −> k −> IO ProcRes
axiom modify : Π ( k : U) , ProcId −> k −> Atom −> IO ProcRes
axiom event : ProcId −> St r ing −> IO ProcRes
axiom head : ProcId −> IO Hist
axiom h i s t : ProcId −> IO ( L i s t Hist )
axiom step : ProcId −> Atom −> IO ( L i s t Hist )
axiom docs : ProcId −> IO ( L i s t Tuple )
axiom events : ProcId −> IO ( L i s t Tuple )
axiom tasks : ProcId −> IO ( L i s t Tuple )
axiom doc : Tuple −> ProcId −> IO ( L i s t Tuple )

data ProcId = St r ing
data Proc = Proc ProcId St r ing
data ProcRes = Ok In t eg e r S t r ing Binary

| Error In t eg e r S t r ing Binary
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5.3.6 Контрольнi елементи протоколу NITRO

Сервiси веб-фреймворка, представленi додатком NITRO: NITRO, Combo,
Edit, Form, Input, Table, Actions, Render.

axiom q : Π ( k : U) , Atom −> k
axiom qc : Π ( k : U) , Atom −> k
axiom j s e : Maybe Binary −> Binary
axiom hte : Maybe Binary −> Binary
axiom wire ( a c t i on s : L i s t Action ) : IO ( L i s t Action )
axiom render ( content : E i ther Action Element ) : Binary
axiom i n s e r t_top (dom: Atom) ( content : L i s t Element ) : IO ( L i s t Action )
axiom i n s e r t_bottom (dom: Atom) ( content : L i s t Element ) : IO ( L i s t Action )
axiom update (dom: Atom) ( content : L i s t Element ) : IO ( L i s t Action )
axiom c l e a r (dom: Atom) : IO Unit
axiom remove (dom: Atom) : IO Unit

NITRO – це Nitrogen-подiбний веб фреймворк для Erlang/OTP. Вiн може
бути використаний не лише у веб-додатках, а ще i в консольних програмах,
у яких потрiбно зробити рендеринг HTML5.

Nitrogen Elements – це трансформатор шаблонiв HTML для мови Erlang,
у якому всi HTML теги рендеряться з Erlang рекордiв.

Працюючи з N2O вам взагалi не потрiбно користуватись HTML.
Натомiсть ви визначаєте вашу сторiнку у виглядi Erlang рекордiв,
вiдповiдно сторiнка генерується з перевiркою типiв, пiд час компiляцiї. Це
класичний пiдхiд CGI для компiльованих сторiнок, який надає всi переваги
перевiрки помилок пiд час компiляцiї, та визначає DSL для клiєнт- та
серверного рендерингу.

Nitrogen Elements, за своєю природою, є примiтивними UI елементами
управлiння, якi можуть бути використанi для побудови Nitrogen сторiнок
з внутрiшнiм DSL Erlang-а. Вони компiлюються в HTML та JavaScript.
Поведiнка всiх елементiв контролюється на сторонi сервера, а весь зв’язок
мiж веб-переглядачем та сервером здiйснюється за допомогою WebSocket
каналiв. Отже, вам не потрiбно використовувати POST запити чи HTML
форми. Тобто:

#textbox { id=userName , body= <<"Anonymous">> } ,
#panel { id=chatHistory , c l a s s=chat_h i s t o r y }

згенерує наступний html:

<input value="Anonymous" id="userName" type=" text "/>
<div id=" chatHis tory " c l a s s=" chat_h i s t o r y "></ div>

А

n i t r o : update ( loginButton ,
#button{ id = loginButton ,

body = "Login " ,
postback = l og in ,
source = [ user , pass ] } ) ;

згенетурє наступне:
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q i ( ’ loginButton ’ ) . outerHTML= ’<button id=\" log inButton \"
type=\" button \">Login</button> ’ ; { var x=q i ( ’ loginButton ’ ) ;
x && x . addEventListener ( ’ c l i c k ’ , f unc t i on ( event ){

event . preventDefau l t ( ) ; { i f ( va l i da t eSou r c e s ( [ ’ user ’ , ’ pass ’ ] ) ) {
ws . send ( enc ( tup l e ( atom ( ’ p i ck l e ’ ) , bin ( ’ loginButton ’ ) ,

bin ( ’ b840bca20b3295619d1157105e355880f850bf0223f2f081549dc
8934 ecbcd3653f617bd96cc9b36b2e7a19d2d47fb8f9fbe32d3c768866
cb9d6d85700416edf47b9b90742b0632c750a4240a62dfc56789e0f5d8
590 f9a fd fb31f35 fbab1563ec54fcb17a8e3bad463218d6402f1304 ’ ) ,
[ tup l e ( tup l e ( s t r i n g ( ’ loginButton ’ ) , bin ( ’ d e t a i l ’ ) ) , [ ] ) ,
tup l e ( atom ( ’ user ’ ) , querySource ( ’ user ’ ) ) ,
tup l e ( atom ( ’ pass ’ ) , querySource ( ’ pass ’ ) ) ] ) ) ) ; }

e l s e conso l e . l og ( ’ Va l idat i on Error ’ ) ; } } ) ; } ;

Для подальної iнформацiї дивiться актуальную документацiю8

5.4 Висновки
Кожна мова, на якiй реалiзовано N2O.DEV, має вбудовувати свою
фiлософiю максимально природно та компактно. Якщо потрiбен якийсь
шар мiж базовою бiблiотекою мови, його можна надати, але, якщо можливо,
його слiд зменшити до нуля. У деяких випадках деякi частини базової
бiблiотеки можна замiнити кращою альтернативою. N2O має надати
клiєнтську бiблiотеку-компаньйон, зазвичай реалiзовану на iншому наборi
мов клiєнта: JavaScript, Swift, Kotlin. Якщо ви все зробили правильно,
значення N2O не повинно перевищувати 500 LOC на будь-якiй мовi.

8https://n2o.dev/ua/deps/nitro/index.html

https://n2o.dev/ua/deps/nitro/index.html


Роздiл 6

Система вищих мов

Присвячується автору MLTT

Перу Мартiну-Льофу

П’ятий роздiл описує розвиток концептуальної моделi системи
доведення теорем як сукупностi: послiдовностi формальних мов
програмування, кожна наступна з яких, складнiша за попередню, має
свою операцiйну семантику, та наслiдує усi властивостi попереднiх мов
послiдовностi.

Вступне слово

Батьком всiх сучасних теорiй типiв, зокрема HoTT, в яких працюють
сучаснi формальнi математики можна вважати Пера Мартiна-Льофа.
В його теорiї мова дiлиться на типи, кожен з яких визначається 4
правилами: конструктори та деконструктори, та рiвняння якi визначають
як вiдбуваються обчислення та гарантують унiкальнiсть. Таке кодування
природнiм чином вiдповiдає кодуванню iзоморфiзмiв та вiдображає
глибинну категорну семантику типових систем. Ця робота цiлком
вiдповiдає моделi типiв Мартiна-Льофа та показує те тiльки конфiгурацiю
конкретного спектра мов, але i визначає модель для опису цього спектру.

6.1 Чиста система типiв PTS

IEEE1 стандарт та регуляторнi документи ESA2 визначають iнтрументи
та пiдходи до виробничого процесу верифiкацiї та валiдацiї. Найбiльш
розвиненi та потужнi засоби вимагають застосування математичних мов та

1IEEE Std 1012-2016 — V&V Software verification and validation
2ESA PSS-05-10 1-1 1995 – Guide to software verification and validation
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нотацiй. Ера верифiкованої математики була започаткована верифiкатором
AUTOMATH[16] (де Брейн) розробленого пiд керiвництвом де Брейна, а
також розвиток теорiї типiв Мартiна-Льофа[17]. Сьогоднi ми маємо Lean,
Coq, F*, Agda мови якi використовують числення конструкцiй, Calculus
of Constructions[18] (CoC) та числення iндуктивних типiв (Calculus of In-
ductive Constructions[19] (CiC). Пiзнiше учень де Брейна, Хенк Барендрегт
класифiкував послабленi чистi системи типiв по трьом осям та вiзуазiзував
це за допомогою лямбда-куба[20]. Чистi мови програмування вже були
iмплементованi ранiше (Morte3 Габрiеля Гонзалеза, Henk[21] Ерiка Мейера).
Чистi системи типiв це системи з однм Π-типом (або ще i Σ як в ECC[22],
Оре), з можливими розширеннями, такими як PTS∞ зi злiченою кiлькiстю
всесвiтiв[23] (Сохацький), Cedile з self-типами[24][25] (Стамп, Фу), система
з К-правилами[26] (Барте).

Чистi системи типiв називаються PTS, CoC Henk. Нефiбрацiйна чиста
система просто-типизованого лямбда числення називається Alonzo.

Головна мотивацiя чистих систем — це простота аналiзу ядра
верифiкатора, можливiсть застосування сильної нормалiзацiї та довiрена
зовнiшня верифiкацiя та сертифiкацiя завдяки простотi верифiкатора (type
checker), це означає, що алгоритм верифiкацiї повинен бути настiльки
простим, аби можна було просто iмплементувати його на будь-якiй мовi
програмування. Приклади застовування тут можуть бути: 1) формальна
мова блокчейн контрактiв (Pluto 4); 2) сертифiкованi обчислення для
iнтерпретаторiв; 3) платiжнi системи.

6.1.1 Генерацiя сертифiкованих програм

Згiдно iзоморфiзму Каррi-Говарда-Ламбека або iнтерпретацiї Брауера-
Гейтiнга-Колмогорова iснує взаємноознозначна вiдповiднiсть мiж
доведеннями теорем (або пруфтермами) та лямбда функцiями в теорiї типiв
Мартiна-Льофа[17]. Так як специфiкацiя та доведення її вiдоповiдностi для
певної програми вiдбувається за допомогою мови з залежними типами, ми
можемо екстрагувати цiльову iмплементацiю (зi стертою iнформацiєю про
типи) сертифiкованої программи в довiльну мову програмування. У якостi
такої цiльової мови пiдходять майже усi iнтерпретатор безтипового лямбда
числення, такi як JavaScript, Erlang, PyPy, LuaJIT, K.

Бiльш розвиненi практики та пiдходи до кодогенерацiї та екстрагуванню
сертифiкованих програм полягає у генерацiї С++ чи Rust програм, або
програм для нижчих систем лямюда-кубу, таких як System F або System
Fω. У цiй роботi представлений екстракт в мову Erlang у якостi цiльового
iнтерпретатору.

PTS синтаксиси. Мiнiмальне ядро з однiєю аксiомою сприймає
декiлька лямбда ситаксисiв. Перший синтаксис сумiсний з системою

3Gabriel Gonzalez. Haskell Morte Library https://github.com/Gabriel439/
Haskell-Morte-Library

4Rebecca Valentine. Formal Specification of the Plutus Core Language. 2017. https://
iohk.io/research/papers/#JT5XKNBP

https://github.com/Gabriel439/Haskell-Morte-Library
https://github.com/Gabriel439/Haskell-Morte-Library
https://iohk.io/research/papers/#JT5XKNBP
https://iohk.io/research/papers/#JT5XKNBP
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програмування Morte5, та походить вiд неї. Iнший синтаксис сумiсний з
синтаксисом cubicaltt6.

Sorts = U.{i}, i : Nat

Axioms = U.{i} : U.{inc i}

Rules = U.{i}⇝ U.{j} : U.{max i j}

(6.1)

Мова програмування Henk — це мова з залежними типами, яка є
розширенням числення конструкцiй (CoC) Терi Кокана. Саме з числення
конструкцiй починається сучасна обчислювальна математика. В додаток
до CoC, наша мова Henk має предикативну iєрархiю iндексованих
всесвiтiв. В цiй мовi немає аксiоми рекурсiї для безпосереднього визначення
рекурсивних типiв. Однак в цiй мовi вцiлому, рекурсивнi дерева та
корекурсiя може бути визначена, або як кажуть, закодована. Така система
аксiом називається системою з однiєю аксiомою (або чистою системою),
тому що в нiй iснує тiльки Пi-тип, а для кожного типу в теорiї типiв
Мартiна Льофа iснує п’ять конструкцiй: формацiя, iнтро, елiмiнатор, бета
та ета правила.

Усi терми пiдчиняються системi аксiом Axioms всерединi послiдовностi
всесвiтiв Sorts та складнiсть залежного терму вiдповiдає максимальнiй
складностi домена та кодомена (правила Rules). Таким чином визначається
простiр всесвiтiв, та його конфiгурацiя може бути записана згiдно нотацiї
Барендрегта для систем з чистими типами:

Промiжна мова чистої системи типiв Henk базується на мовi Henk[21],
вперше описанiй Ерiком Мейером та Саймоном Пейтоном Джонсом в
1997 роцi. Пiзнiше Габрiель Гонзалез iмплементував на мовi Haskell
верифiкатор з посиланням на Henk, та використував кодування Бома
для нерекурсивного кодування рекурсивних iндуктивних типiв. Ця мова
базується лише на Π-типi, λ-функцiї, її елiмiнатора аплiкацiї, β-редукцiї
та η-експансiї. Дизайн мови Henk нагадує дизайн мов Henk та Morte.
Ця мова призначена бути максимально простою (повна iмплементацiя
займає 300 рядкiв), формально верифiкованою, здатною продукувати
сертифiкованi програми та розповсюджувати їх за межi комп’ютера по
мережах та недовiрених каналах зв’язку, та компiлювати (верифiкувати
та екстрагувати) на цiльових платформах за допомогою тiєї ж мови Henk,
можливо iмплементовоної на iншiй мовi програмування та вбудованої в
основну систему.

6.1.2 Синтаксис
Синтаксис PTS сумiсний з численням конструкцiй (CoC) Терi Кокана, та
такими мовами як Morte та Henk. Однак в системi PTS присутнiй iндекс
для всесвiтiв який представлений натуральними числами. Тут наведений
синтаксис у BNF нотацiї

5http://github.com/Gabriel439/Haskell-Morte-Library
6http://github.com/mortberg/cubicaltt



84 Роздiл 6. Система вищих мов

Табл. 6.1: Перелiк мов, iнтерпретаторiв та платформ для цiльової компiляцiї

Цiль Джерело Система типiв Застосування
CPS Per π+λ+µ calculi середовище виконання
BEAM Hamler System F системна бiблiотека N2O.DEV
BEAM PTS CoC∞ фундаментальна мова
BEAM HTS HoTT гомотопiчна система
JavaScript PureScript System F дитячi розваги
JVM Java F-sub7 релiктова iсторiя
JVM Scala System Fω маргiнальна промисловiсть
CLR F# System Fω маргiнальна промисловiсть
GHC Haskell System Fω avoid success at all costs
GHC Morte CoC фундаментальна мова Кокана
JavaScript Kind Self-Types + IntNet сучасна фундаментальна мова
GHC,OCaml Coq CiC промисловий прувер

I := l i s t nat
U := U + Unat

O := U + I + ( O ) + O O + O → O
+ λ ( I : O ) → O
+ ∀ ( I : O ) → O

Тут + — сумма виразiв, ’.’ — конкатенацiя термiналiв без пробiлу, :=
— оператор визначення BNF-правила, #empty, #nat, #list — вбудованi
типи BNF-нотацiї — синтаксичнi елементи BNF нотацiї, а *,:, →, (, ), λ, ∀
– термiнали або синтаксичнi елементи мови програмування. Еквiвалентне
визначення як iнiцiальний об’єкт категорiй OPTS або OΠ який може
вмiстити цей синтаксис мiстить всi правила виводу внутрiшньої мови
категорiї.

de f PTS ( lang : U) : U
:= i nduc t i v e { s t a r (n : nat )

| var ( x : name) ( l : nat )
| p i ( x : name) ( l : nat ) (d c : lang )
| lambda (x : name) ( l : nat ) (d c : lang )
| app ( f a : lang )
}

Всесвiти

Мова PTS∞ – це лямбда числення з залежними типами вищого порядку,
розширення числення конструкцiй Кокана, або системи Pω Барендрегта,
з предикативною (iмпредикативною) iєрархiєю iндексованих всесвiтiв. Це
розширення мотивоване консистентнiстю[27] в залежнiй теорiї типiв та
неможливiстю кодування парадоксiв Жирара-Хуркенса-Рассела8. Також

8Так званий парадокс голяра який виникає в системах U : U
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для забезпечення консистентностi в мовi PTS вiдсутня аксiома Fixpoint.

U0 : U1 : U2 : U3 : ...

Де U0 — iмпредикативний всесвiт, U1 — перший предикативний всесвiт,
U2 — другий предикативний всесвiт, U3 — третiй предикативний всесвiт i
т.д.

o : Nat

Uo
(S)

Предикативнi всесвiти

Всi терми пiдпорядковуються системi аксiом А для послiдовностi всесвiтiв
S. Складнiсть R залежностi термiв дорiвнює максимальнiї складної термiв
з яких складаєтсья формула (або вираз мови). Система всесвiтiв описується
згiдно SAR-нотацiї Барендрегта. Зауважте, що предикативнi всесвiти
несумiснi в Бом кодуванням, але ви можете переключати предикативнiсть.

i : Nat, j : Nat, i < j

Ui : Uj
(A1)

i : Nat, j : Nat

Ui → Uj : Umax(i,j)
(R1)

Iмпредикативнi всесвiти

Стягуваний iмпредикативний простiр внизу iєрархiї є єдиним можливим
розширенням предикативної iєрархiї для того аби вона залишалась
консистентною. Однак в чистiй системi типiв PTS пiдтримується iєрархiя
бескiнечних iмпредикативних всесвiтiв.

i : Nat

Ui : Ui+1
(A2)

i : Nat, j : Nat

Ui → Uj : Uj
(R2)

Контексти

Контексти моделюються словником з iменами змiнних в верифiкаторi. Вiн
може бути типизований як list Sigma. Правило елiмiнацiї тут не дається,
пiсля використання функцiї верифiкацiї, словник вивiльняється з пам’ятi.

Γ : Ctx
(Ctx-formation)

Γ : Ctx

∅ : Γ
(Ctx-intro1)
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A : Ui, x : A, Γ : Ctx

(x : A) ⊢ Γ : Ctx
(Ctx-intro2)

6.1.3 Операцiйна семантика

Операцiйна семантика — це правила обчислення, або β-, η-правила
фьюжену iнтро-правила та елiмiнаторiв. для визначення яких необхiдно
визначити: 1) iнтро-правила, їх тип (правило формацiї), та класс (тип
правила формацiї); 2) правило елiмiнацiї та залежної елiмiнацiї (iндукцiї).
Таким чином будемо вважати, що операцiйна семантика системи типiв OPTS

буде складатися з 5 правил: формацiї, iнтро-правило, залежний елiмiнатор
(iндукцiя), β-редукцiя або правило обчислення, η-експансiя або правило
унiкальностi.

A : Ui , x : A ⊢ B : Uj

Π (x : A) → B : Up(i,j)
(Π-formation)

x : A ⊢ b : B

λ (x : A) → b : Π (x : A) → B
(λ-intro)

f : (Π (x : A) → B) a : A

f a : B [a/x]
(App-elimination)

x : A ⊢ b : B a : A

(λ (x : A) → b) a = b [a/x] : B [a/x]
(β-computation)

π1 : A u : A ⊢ π2 : B

[π1/u] π2 : B
(subst)

Перелiк теорем (специфiкацiї) для чистої системи типiв можуть бути
прямо вбудованi в теорiю типiв, таким чином ми отримуємо логiчний
фреймворк для перевiрки iмплементацiї залежної теорiї.

Доведення цих теорем дано в модулi базової бiблiотеки роздiлу 3.
Також можна повитися на iншi доведення [20]. Рiвняння обсислювальної
семантики (бета та ета правила) визначаються за допомогою Path-типiв,
якi визначаються O= або OI мовним синтаксисом.

Цi рiвняння обчислювальної семантики представленi тут як Path-тип в
вищiй мовi. В чисту систему типiв PTS (з бескiнечною кiлькiстю всесвiтiв)
для завантаження файлiв з локального довiреного сховища додається re-
mote конструктор в синтаксичне дерево. Рекурсiя по цьому конструктору
заборонена.

Iндекси де Брейна дiють локально в межах одного iменi. При додаваннi
iснуючого iменi в контекст збiльшується iндекс цього iменi. Таким чином
PTS верифiкатор чистої системи типiв вiдрiзняється вiд канонiчного
приклада алгоритма верифiкацiї CoC[18]. Вiн включає наступнi функцiї
мовної категорiї: пiдстановка, зсув iменi, нормалiзацiя термiв, рiвнiсть за
визначенням та верифiкацiя.
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Перевiрка типiв
Для перевiрки типiв застосовується наступний алгоритм верифiкацiї,
який є основаю усiх залежних систем. В чистих системах потрiбно
бути обережним з remote конструктором. Вiн використовуються для
завантаження типiв з локального довiреного сховища. При дозволi рекурсiї
по remote конструктору можливо реалiзувати self-типи[25][24].
type ( : s tar ,N) D → ( : s tar ,N+1)

( : var ,N, I ) D → : t rue =p r o p l i s t s : i s_de f ined N B, om: keyget N D I
( : pi ,N, 0 , I ,O) D → ( : s tar , h ( s t a r ( type I D) ) , s t a r ( type O [ (N, norm I ) |D] ) )
( : fn ,N, 0 , I ,O) D → l e t s t a r ( type I D) , NI =norm I

in ( : pi ,N, 0 , NI , type (O, [ (N, NI ) |D] ) )
( : app ,F ,A) D → l e t T =type (F ,D) ,

( : pi ,N, 0 , I ,O) = T, : t rue = eq I ( type A D)
in norm ( subst O N A)

Iндекси де Брейна
Зсув переiменовує змiнну N в контекстi P, тобто додає одиницю для
лiчильника цiєї змiнної.

sh ( : s tar ,X) N P → ( : s tar ,X)
( : var ,N, I ) N P → ( : var ,N, I+1) when I >=P→ ( : var ,N, I )
( : pi ,N, 0 , I ,O) N P → ( : pi ,N, 0 , sh I N P, sh O N P+1)
( : fn ,N, 0 , I ,O) N P → ( : fn ,N, 0 , sh I N P, sh O N P+1)
( : app ,L ,R) N P → ( : app ,L ,R)
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Пiдстановка, нормалiзацiя, рiвнiсть
Пiдстановка замiняє змiнну у виразi на певний терм.

sub ( : s tar ,X) N V L → ( : s tar ,X)
( : var ,N,L) N V L → V
( : var ,N, I ) N V L → ( : var ,N, I −1) when I >L
( : pi ,N, 0 , I ,O) N V L → ( : pi ,N, 0 , sub I N V L , sub O N ( sh V N 0) L+1)
( : pi ,F ,X, I ,O) N V L → ( : pi ,F ,X, sub I N V L , sub O N ( sh V F 0) L)
( : fn ,N, 0 , I ,O) N V L → ( : fn ,N, 0 , sub I N V L , sub O N ( sh V N 0) L+1)
( : fn ,F ,X, I ,O) N V L → ( : fn ,F ,X, sub I N V L , sub O N ( sh V F 0) L)
( : app ,F ,A) N V L → ( : app , sub F N V L , sub A N V L)

Нормалiзацiя виконує пiдстановку при аплiкацiях до функцiй
(бета-редукцiя) за допомогою рекурсивного спуску по конструкторам
синтаксичного дерева.
norm ( : s tar ,X) → ( : s tar ,X)

( : var ,X) → ( : var ,X)
( : pi ,N, 0 , I ,O) → ( : pi ,N, 0 , norm I , norm O)
( : fn ,N, 0 , I ,O) → ( : fn ,N, 0 , norm I , norm O)
( : app ,F ,A) → case norm F o f

( : fn ,N, 0 , I ,O) → norm ( subst O N A)
NF → ( : app ,NF, norm A) end

Рiвнiсть за визначенням перевiряє рiвнiсть Erlang термiв.
eq ( : s tar ,N) ( : s tar ,N) → t rue

( : var ,N, I ) ( : var , (N, I ) ) → t rue
( : pi ,N1 , 0 , I1 ,O1) ( : pi ,N2 , 0 , I2 ,O2) →

l e t : t rue = eq I1 I2
in eq O1 ( subst ( s h i f t O2 N1 0) N2 ( : var ,N1 , 0 ) 0)

( : fn ,N1 , 0 , I1 ,O1) ( : fn ,N2 , 0 , I2 ,O2) →
l e t : t rue = eq I1 I2
in eq O1 ( subst ( s h i f t O2 N1 0) N2 ( : var ,N1 , 0 ) 0)

( : app , F1 ,A1) ( : app , F2 ,A2) → l e t : t rue =eq F1 F2 in eq A1 A2
(A,B) → ( : e r ro r , ( : eq ,A,B) )

Обмеження
Обмеження: 1) неможливiсть визначити рекурсiю та iндукцiю без fix-
point аксiоми; 2) кодування Бома повинно бути позитивно-рекурсивним;
3) неможливiсть побудови великого елiмiнатора, вивести тип з даних; 4)
неефективнiсть сiм’ї лямбда кодувань вцiлому (Парiгот, Скотт, Бом).
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6.1.4 Використання мови
Тут буде показано використання мови PTS.
> . /om help me
[ { a , [ expr ] , " to parse . Returns {_,_} or { er ror ,_} ."} ,
{ type , [ term ] , " typechecks and re tu rn s type . "} ,
{ erase , [ term ] , " to untyped term . Returns {_,_} ."} ,
{norm , [ term ] , " normal ize term . Returns term ’ s normal form ."} ,
{ f i l e , [ name ] , " load f i l e as binary . " } ,
{ s t r , [ b inary ] , " l e x i c a l t ok en i z e r . " } ,
{ parse , [ tokens ] , " parse g iven tokens in to {_,_} term ."} ,
{ f s t , [ { x , y } ] , " r e tu rn s f i r s t element o f a pa i r . " } ,
{snd , [ { x , y } ] , " r e tu rn s second element o f a pa i r . " } ,
{debug , [ bool ] , " enable / d i s ab l e debug output . " } ,
{mode , [ name ] , " s e l e c t metaverse f o l d e r . " } ,
{modes , [ ] , " l i s t a l l metaverses . " } ]

> . /om pr in t f s t e r a s e norm a "#L i s t /Cons"
\ Head

−> \ Tai l
−> \ Cons
−> \ Ni l
−> Cons Head ( Ta i l Cons Ni l )
ok
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6.1.5 Кодування Бома
Тип даних List над даним типом А, може бути представлений як iнiцiальнi
алгебра (µLA, in) функтору LA(X) = 1 + (A × X). Позначається µLA =
List(A). Функцiї-конструктори nil : 1 → List(A) та cons : A × List(A) →
List(A) визначенi як nil = in ◦ inl та cons = in ◦ inr, таким чином
in = [nil, cons]. Для кожних двох функцiй c : 1 → C та h : A × C → C,
катаморфiзм f = L[c, h]M : List(A) → C є унiкальним розв’язком системи
рiвнянь: {

f ◦ nil = c

f ◦ cons = h ◦ (id× f)

де f = foldr(c, h). Маючи це, iнiцiальна алгебра представлена
функтором µ(1 + A × X) та сумою морфiзмiв [1 → List(A), A × List(A) →
List(A)] як катаморфiзму. Використовуючи це кодування, List-тип в базовiй
бiблiотецi мови OPTS буде мати наступну форму:

foldr = L[f ◦ nil, h]M, f ◦ cons = h ◦ (id× f)

len = L[zero, λ a n → succ n]M
(++) = λ xs ys → L[λ(x) → ys, cons]M(xs)
map = λ f → L[nil, cons ◦ (f× id)]M

de f l i s t (A: U) : U
:= i nduc t i v e { cons (x : A) ( cs : l i s t A)

| n i l
}


list = λ ctor → λ cons → λ nil → ctor

cons = λ x → λ xs → λ list → λ cons → λ nil → cons x (xs list cons nil)

nil = λ list → λ cons → λ nil → nil

axiom map (A B: U) ( f : A −> B) : l i s t A −> l i s t B
axiom length (A: U) : l i s t A −> nat
axiom append (A: U) : l i s t A −> l i s t A −> l i s t A
axiom f o l d l (A B: U) ( f : B −> A −> B) (Z : B) : l i s t A −> B
axiom f i l t e r (A: U) (p : A −> bool ) : l i s t A −> l i s t A



len = foldr (λ x n → succ n) 0

(++) = λ ys → foldr cons ys

map = λ f → foldr (λx xs → cons (f x) xs) nil

filter = λ p → foldr (λx xs → if p x then cons x xs else xs) nil

foldl = λ f v xs = foldr (λ xg → (λ → g (f a x))) id xs v
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6.1.6 Полiномiальнi функтори
Iснує два види формальної рекурсiї: 1) перша з найменшою нерухомою
точкою (як FA(X) = 1 + A × X або FA(X) = A + X × X), iншими словами
рекурсiя з базою (термiнується 1 або A). Списки та дерева є прикладами
таких рекурсивних структур з nil та leaf термiнальними конструкторами
(або рекурсивнi суми). 2) друга з найбiльшою нерухомою точкою, або
рекурсiя без бази (як FA(X) = A × X) — така рекурсiя не термiнована
на рiвнi типiв, та моделює нетермiнованi послiдовностi, процеси тощо
(або рекурсивнi добутки). Кодування найменшою нерухомою точкою
ще називається кодуванням добре-визначиними деревами або кодування
полiномiальними функторами.

Натуральнi числа: µ X → 1+ X
Списки елементiв A: µ X → 1+A× X
Лямбда числення: µ X → 1+ X× X+ X
Потоки: ν X → A× X
Потенцiйно нескiнченний список елементiв A: ν X → 1+A× X
Скiнченне дерево: µ X → µ Y → 1+ X× Y = µ X = List X

Для цих кодувань iснує аналог кодування Чорча, який розповсюджує
кодування чистими функцiями з нетипизованого лямбда числення до Π-
типу. Таке кодування називається кодуванням Бома-Беррардуччi, а просто
кодування Бома. Воно дозволяє кодувати iндуктивнi типи даних Π-типами
чистими функцiями. Проте як було показано Жеверсом[28] неможливо
побудувати принцип iндукцiї в чистих системх без використання в явному
чи прихованому виглядi Fixpoint аксiоми. Також неможливо побудувати J
елiмiнатор Id типу закодованого в Бом кодуваннi, а також елiмiнатори
гомотопiчних примiтивiв, наприклад елiмiнатори гомотопiчного вiзрiзка як
funExt, homotopy.
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Екстракти
Мова Henk передбачає автоматичну генерацiю сертифiкованих програм в
цiльовi платформи. Сертифiкацiя полягає у вiзуальному доведенню однiє
стрiлки iзоморфiзма λ-функцiї в залежнiй теорiї типiв та λ-фунцiї в
нетипизованому лямбда численнi.
ext ( : var ,X,N,F) → ( : var ,X)

( : app ,A,B,N,F) → ( : c a l l ,N, ext (F ,A,N) , [ ext (F ,B,N) ] )
( : fn , S ,_, I ,O,N,F) → ( : fun ,N, ( : c l ause s , [ { : c lause ,N,

[ ( : var ,N, S ) ] , [ ] , [ ext (F ,O,N) ] } ] ) )
_ → [ ]

Так працює функцiя екстракту в Erlang з системи типiв PTS∞. Erlang-
версiя Henk повинна бути зручна для використання для вiртуальних
машин LING та BEAM. Оскiльки цей екстракт генерує AST дерево Erlang
(подiдбно до Elixir), результуючий код подається повнiстью на весь стек
оптимiзацiйного компiлятора Erlang. включаючи Erlang Core, тому весь
модуль екстракта займає 30 рядкiв.
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Iнтерпретатори

З практичної точки зору мова Henk є способом використання залежних
типiв та специфiкацiї, побудованi за їх допомоги на мовi Erlang. Завдяки
глибокiй iнтеграцiї з Erlang вдалося мiмiзувати iмплементацiю системи до
300 рядкiв. Екстракт в iнтерпретатор OPTS (чи iншi) є альтернативною
опцiєю для Henk. Також, мова Henk може бути легко портована на iншi
мови.

LLVM

Бiльш складна опцiя генерацiї сертифiкованих програм — це генерацiя
машинного коду, з використанням або без використання допомiжних
промiжних мов таких як LLVM та MIR. Тому що для цього потрiбно
верифiкувати модель асемблера та процесора а також його оптимiзатора,
так як зi складнiстю синтаксичного дерева росте складнiсть та велична
терму-доведення будь-яких властивостей.

FPGA

Iнша, не менш складна, або ще бiльш складна опцiя є безпосередня
генерацiя VHDL моделей (наприклад, clash).
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6.2 Система типiв для W-iндукцiї MLTT-80
Традицiйно iндуктивнi типи входять в операцiйну семантику систем
побудованих та основi MLTT-80 (таких як кубiчнi системи, або система
HTS). Оригiнально Мартiн-Льоф виразив iндуктивнi дерева через W-типи,
для яких також потрiбно 0-тип, 1-тип, та 2-тип. Така система є менш
потужною нiж система типiв Крiстiн Полен, оскiльки не дозволяє виразити
загальнi схеми iндукцiї та взаємну рекурсiю. Хоча з iншого боку не потребує
термiнейшин чекера, стрiктлi позiтiв чекера, та взаємної рекурсивностi, що
дозволяє доводити семантику такого мовного ядра значно простiше.

A : Type x : A B(x) : Type

W(x : A) → B(x) : Type
(W-formation)

a : A t : B(a) → W

sup(a, t) : W
(W-intro)

w : W ⊢ C(w) : Type

x : A, u : B(x) → W,

v : Π(y : B(x)) → C(u(y)) ⊢ c(x, u, v) : C(sup(x, u))

w : W ⊢ wrec(w, c) : C(w)
(W-elim)

w : W ⊢ C(w) : Type
x : A, u : B(x) → W,

v : Π(y : B(x)) → C(u(y)) ⊢ c(x, u, v) : C(sup(x, u))

x : A, u : B(x) → W ⊢ wrec(sup(x, u), c)

= c(x, u, λ(y : B(x)), wrec(u(y), c)) : C(sup(x, u))

(W-β)

Система типiв з W-iндукцiєю називається MLTT або Per.
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6.3 Система iндуктивних схем CIC
Iндуктивнi синтаксиси та кодування можуть пiдтримуватися за допомогою
системи модулiв. Кожна система модулiв може самостiйно (у виглядi
ефектiв), або за допомогою лямбда кодувань попередньої мови PTS рiвня,
зберiгати та оперувати iндуктивними типами даних. Системи типiв з
загальною iндукцiєю називаються CIC, Frank або Christine.

Синтаксис

f i l e −> ’module ’ id ’ do ’ content : {module , ’ 2 ’ , ’ 4 ’ } .
content −> ’ empty ’ : [ ] .
content −> l i n e content : [ ’ 1 ’ | ’ 2 ’ ] .
l i n e −> ’ import ’ id : { import , ’ 2 ’ } .
l i n e −> ’ def ’ id t e l e ’ : ’ exp ’ := ’ exp : {def , ’ 2 ’ , ’ 5 ’ , ’ 3 ’ , ’ 7 ’ } .
t e l e −> ’ empty ’ : [ ] .
t e l e −> op t i c t e l e : [ ’ 1 ’ | ’ 2 ’ ] .
op t i c −> ’ ( ’ vars ’ : ’ exp ’ ) ’ : { ’ ( ) ’ , ’ 2 ’ , ’ 4 ’ } .
vars −> id : ’ 1 ’ .
vars −> id vars : [ ’ 1 ’ | ’ 2 ’ ] .
exp −> id : ’ 1 ’ .
exp −> id ’ . ’ exp : { ’ . ’ , ’ 1 ’ , ’ 3 ’ } .
exp −> exp exp : {app , ’ 1 ’ , ’ 2 ’ } .
exp −> ’ ( ’ exp ’ ) ’ : ’ 2 ’ .
exp −> f o r a l l t e l e ’ , ’ exp : { ’Π ’ , ’ 2 ’ , ’ 4 ’ } .
exp −> sigma t e l e ’ , ’ exp : { ’Σ ’ , ’ 2 ’ , ’ 4 ’ } .
exp −> exp arrow exp : { ’→ ’ , ’ 1 ’ , ’ 3 ’ } .
exp −> lam t e l e ’ , ’ exp : { ’λ ’ , ’ 2 ’ , ’ 4 ’ } .
exp −> ’ ? ’ : { ho l e } .
exp −> U : { ’U’ } .
exp −> app : ’1 ’ .
exp −> ’ induct ive ’ ’ { ’ sum ’} ’ : { induct ive , l i s t s : f l a t t e n ( uncons ( ’ 3 ’ ) ) } .
c on s t ruc to r −> id t e l e : { element , ’ 1 ’ , ’ 2 ’ } .
c on s t ruc to r −> id t e l e ’ : ’ exp : { i n t e r va l , ’ 1 ’ , ’ 2 ’ , ’ 4 ’ } .
sum −> ’ empty ’ : [ ] .
sum −> con s t ruc to r : ’ 1 ’ .
sum −> con s t ruc to r ’ | ’ sum : [ ’ 3 ’ | ’ 1 ’ ] .
app −> exp exp : {app , ’ 1 ’ , ’ 2 ’ } .

Iндуктивнi синтаксиси будуються на телескопах Диб’єра, конструкторах
сум, та їх елiмiнаторах.
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6.4 Гомотопiчна система типiв HTS

Гомотопiчна система типiв, принаймi без вищих iндуктивних типiв, якi є
функтором на iнших мовних категорiй, формально моделюється доснiповою
(предпучковою) семантикою на категорiї де Моргана I : □op

n → Set. Так
як тут теж є своя аплiкацiя та лямбда, то можна сказати, що це ще
одна лямбда система, але для безпосередньох манiпуляцiї багатовимiрними
кубами, використовуючи при цьому логiку де Моргана. Система типiв з
гомотопiчним iнтервалом називається CCHM, HTS або Anders.

Синтаксис

Тут подано повний синтаксис разом з вищими iндуктивними типами.

s t a r t <Module . f i l e> f i l e
s t a r t <Module . command> r e p l
r e p l : COLON IDENT exp1 EOF | COLON IDENT EOF | exp0 EOF | EOF
f i l e : MODULE IDENT WHERE l i n e ∗ EOF
path : IDENT
l i n e : IMPORT path+ | OPTION IDENT IDENT | d e c l a r a t i o n s
ident : IRREF | IDENT
l en s e : LPARENS ident+ COLON exp1 RPARENS
t e l e s c op e : l e n s e t e l e s c op e
params : t e l e s c op e | [ ]
d e c l a r a t i o n s :

| DEF IDENT params DEFEQ exp1
| DEF IDENT params COLON exp1 DEFEQ exp1
| AXIOM IDENT params COLON exp1

f a c e : LPARENS IDENT IDENT IDENT RPARENS
part : f a c e+ ARROW exp1
exp0 : exp1 COMMA exp0 | exp1
exp1 : LSQ separated (COMMA, part ) RSQ

| LAM te l e s c op e COMMA exp1 | PI t e l e s c op e COMMA exp1
| SIGMA te l e s c op e COMMA exp1 | LSQ IRREF ARROW exp1 RSQ
| LT ident+ GT exp1 | exp2 ARROW exp1
| exp2 PROD exp1 | exp2

exp2 : exp2 exp3 | exp2 APPFORMULA exp3 | exp3
exp3 : LPARENS exp0 RPARENS LSQ exp0 MAP exp0 RSQ

| HOLE | PRE | KAN | IDJ exp3
| exp3 FST | exp3 SND | NEGATE exp3 | INC exp3
| exp3 AND exp3 | exp3 OR exp3 | ID exp3 | REF exp3
| OUC exp3 | PATHP exp3 | PARTIAL exp3 | IDENT
| IDENT LSQ exp0 MAP exp0 RSQ | HCOMP exp3
| LPARENS exp0 RPARENS | TRANSP exp3 exp3

Тут термiнали := (визначенния), + (сума типiв), #empty (пустий тип),
#nat (тип натуральних чисел), #list (тип спискiв) — є частинами BNF мови.
Термiнали |, :, *, ⟨, ⟩, (, ), =, \, /, -, →, 0, 1, @, [, ], module, import,
data, split, where, comp, fill, Glue, glue, unglue, .1, .2, а також
термiнал , є термiналами мови верифiкатора гомотопiчної системи типiв.
Ця мова включає в себе: iндуктивнi типи, вищi iндуктивнi типи, оператори
склеювання для всесвiтiв та типiв з вiдповiдними елiмiнаторами. Усi цi
концепцiї, та їх моделi бiльш формально та детально описанi у наступному
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роздiлi 3.
Система не повинна бути обмежена мовами та синтаксисами, ми

покажемо як приклад, пiдтримку гомотопiчної мови з iнтервалом [0,1]
сумiсної з cubical та з пiтримкою iндуктивних синтаксисiв та кодувань
попереднього рiвня.

6.5 Структура верифiкатора
На вiдмiну вiд одноаксiоматичного верифiкатора Per, який мiстить тiльки
один iндексований всесвiт Ui, рiвнiсть за визначенням для примiтивiв
єдиного Π-типу, та функцiю верифiкацiї τ = type, верифiкатори Per
i Anders мiстять додатково Σ-тип для контекстiв та телескопiв, бiльш
деталiзовану функцiю типiзацiї τ, та багато iнших доснiпових модулiв, крiм
Π-типу, але якi теж пiдпорядковуються системi типiв Мартiна-Льофа.

Космос N-iндексованих всесвiтiв ω

В теорiї типiв всi сигнатури всiх типiв живуть в iєрархiях всесвiтiв
iндексованих натуральними числами. Множина таких iєрархiй називається
космосом. В iмплементацiях N завжди реалiзовано як Big Integer.
Верифiкатор Anders має космос, що складається з двох iєрархiй всесвiтiв
ω = {Vi,Ui}.

Рiвнiсть = з точнiстю до α-β конверсiй
Рiвнiсть за визначенням (iнтенсiональна) двох термiв означає, що
за допомогою серiї альфа та бета перетворень можна довести що
терми дорiвнюють посимвольно (бiнарно). Саме ця функцiя повинна
бути iмплементована для всiх типiв у верифiкаторi. Програми, якi
доводять рiвнiсть двох термiв в теорiї самого верифiкатора за допомогою
конструкторiв рефлексивностi називаються екстенсiональними рiвностями.
Якшо це вiдбувається для =-типу у всесвiтах Vi — це називаються
пропрозицiйними рiвностями, а якшо в iнших iдентифiкацiйних системах
у всесвiтах Ui – називаються типовими рiвностями. Iнтерналiзацiя
iнтенсiональної рiвностi за визначенням всерединi теорiї за допомогою
Π-типiв називається рiвнiстю Лейбнiца i є виводимою у всiх фiбрацiйних
верифiкаторах.
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Функцiя верифiкацiї τ
Головна функцiя верифiкацiї розпадається на систему взаємозалежних
функцiй τ = {infer,app, check,act, conv,eval}, якi повиннi бути
iмплементованi для кожного типу, вбудованого в верифiкатор.

Контексти та телескопи Σ

В теорiї типiв контексти, як алгебраїчнi послiдовностi якi мiстять
сигнатури, якi теж у свою чергу складаються з послiдовнiстей пар, що
складаються з iменi змiнної та її типу, визначаються Σ-типами.

Доснiповi модулi P вбудованих типiв
Кожен доснiповий модуль повинен бути представлений у виглядi п’яти
синтаксичних примiтивiв: 1) формацiї; 2) конструкцiї; 3) елiмiнацiї; 4)
обчислювальностi; 5) унiкальностi. Цi примiтиви повиннi бути узгодженi
в сенсi Мартiна-Льофа та представленi у цiй статтi, як документацiя
на бiблiотеку верифiкатора, як у тому числi дає формальне визначення
примiтивам в конкретнiй теорiї

∫
= {Π,Σ,=,W, 0, 1, 2,Path,Glue}.

6.6 Висновки
Як апогей, система HTS є фiнальною категорiєю, куди сходяться всi стрiлки
категорiї мов. Кожна мова та її категорiя мають певний набiр стрiлок
ендоморфiзмiв, якi обчислюють, верифiкують, нормалiзують, оптимiзують
програми своїх мов. Стрiлки виду ei : On+1 → On є екстракторами, якi
понижають систему типiв, при чому OCPS = O0.

Базова бiблiотека мови Ерланг у яку проводиться основний естракт,
поставляється з дистрибутивом Erlang/OTP. Базова бiблiотека OPTS

наведена в репозиторiї Github9. Гомотопiчна базова бiблiотека вiдповiдає
термiнальнiй мовi OCCHM, та теж вiдкрита на Github10. Останнi два
роздiли присвяченi математичному моделюванню математики на цiй мовi.

9https://github.com/groupoid/henk
10https://github.com/groupoid/anders

https://github.com/groupoid/henk
https://github.com/groupoid/anders


Роздiл 7

Бiблiотека вищих мов

Присвячується вчителям
американської школи
формальної фiлософiї та
авторам HoTT

У попередньому п’ятому роздiлi дається опис гомотопiчної мови
програмування, реалiзацiя якої вперше була представлена CCHM в 2017
роцi, та для якої написана гомотопiчна базова бiблiотека представлена у
цьому та наступному роздiлах.

Вступне слово

7.1 Iнтерналiзацiя теорiї типiв
Кожна мовна iмплементацiя повинна бути протестована. Один з можливих
сценарiїв тестування типових верифiкаторiв це пряме вбудовування в
модель теорiї типiв виконуючого верифiкатора. Так як всi типи в теорiї
формулюються за допомогою п’яти правил: формацiї, iнтро, елiмiнацiї,
обчисленя, рiвностi; ми зконструювали номiнальнi типи-синонiми для
виконуючого верифiкатора та довели, що це є реалiзацiєю MLTT. Це
може розглядатися як унiверсальний тест для iмплементацiї типового
верифiкатора, позаяк компенсаця iнтро правила та правила елiмiнатора
пов’язанi в правилi обчислення та рiвностi (бета та ета редукцiях). Таким
чином, доводжуючи реалiзацiю MLTT, ми доводимо властивостi самого
виконуючого верифiкатора. MLTT-75 розкладається у спектр Π, Σ, та =
типiв. У цьому роздiлi ми побудуємо мiнiмальну кубiчну систему необхiдну
для вбудовування MLTT-75 у саму себе.

Бiльш формально, кубiчне MLTT вбудовування конструктивно виражає
J елiмiнатор типу-рiвностi та його рiвняння — правило обчислення, що було

99
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неможливо до кубiчної iнтерпретацiї. Також цей роздiл вiдкриває серiю
параграфiв присвячених формалiзацiї основ математики у кубiчнiй теорiї
типiв, MLTT моделюванню та кубiчної верифiкацiї. Так як не всi можуть
бути знайомi з теорiєю типiв, цей роздiл також мiстить їх iнтерпретацiї з
точки зору рiзних роздiлiв математики.

Додамо, що це тiльки вхiд в технiку прямого вбудовування i пiсля MLTT
моделювання, ми можем пiднятися вище — до вбудовування в систему
iндуктивних типiв, i далi, до вбудовування CW-комплексiв як зклейок
вищих iндуктивних типiв.

Теорiя типiв

Теорiя типiв — це унiверсальна мова програмування чистої математики
(для доведення теорем), яка може мiстити довiльну кiлькiсть консистентних
аксiом, впорядкованих у виглядi псевдо-iзоморфiзмiв: 1) сигнатури типу
або формацiї; 2) функцiї encode, способи конструювання елементiв типу
або конструкцiя; 3) функцiї decode, залежнi елiмiнатори принципу iндукцiї
типу або елiмiнацiя; 4) рiвняння бета правила або обчислювальностi;
5) рiвняння ета правила або унiкальностi. Таке визначення було дано
Мартiном-Льофом, вiд чого теорiя типiв носить його iм’я MLTT.

Головна мотивацiя гомотопiчної теорiї типiв — надати обчислювальну
семантику гомотопiчним типам та CW-комплексам. Головна iдея
гомотопiчної теорiї [1] полягає в поєднаннi просторiв функцiй, просторiв
контекстiв i просторiв шляхiв таким чином, що вони утворюють фiбрацiйну
рiвнiсть яка збiгається (доводиться в самiй теорiї) з простором шляхiв.

Завдяки вiдсутностi ета-правила у рiвностi, не кожнi два доведення
одного простору шляхiв дорiвнюють мiж собою, отже простiр шляхiв
утворює багатовимiрну структуру iнфiнiтi-групоїда.

Кожен тип в MLTT описується за допомогою пяти правил: 1) правила
формацiї або сигнатура типу; 2) множина конструкторiв за допомогою
яких рекурсивно будують елементи типу певної сигнатури; 3) залежний
елiмiнатор принципу iндукцiї для цього типу; 4) бета-рiвняння або правило
обчислення; 5) ета-рiвняння або принцип унiкальностi.

Найбiльш цiкавi — Id типи, якi були доданi в теорiю типiв в 1984
роцi 1 у той час як оригiнальна теорiя була представлена 2 в 1972 роцi.
Предикативна iєрархiя всесвiтiв була додана 3 в 1975.

MLTT з Id типами зберiгає властивiсть стягуваного простору усiх
доведень (uniquness of identity proofs, UIP), або ета-правило Id типа, але
HoTT вiдхиляє UIP — ета правило не виконується, а натомiсть вводиться
простiр шляхiв — Path тип 4 — так звана ∞-Groupoid iнтерпретацiя.

Простори шляхiв є ключовими для доведення властивостей обчислюваностi
та унiкальностi (бета та ета правил). Також в цiй роботi ми покажемо

1P. Martin-Löf, G. Sambin. Intuitionistic type theory. 1984.
2P. Martin-Löf, G. Sambin. The Theory of Types. 1972.
3P. Martin-Löf. An intuitionistic theory of types: predicative part. 1975.
4M. Hofmann, T. Streicher. The groupoid interpretation of type theory. 1996.
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Табл. 7.1: Iнтерпретацiї теорiї типiв якi вiдповiдають математичним теорiям
Теорiя типiв Логiка Теорiя категорiй Теорiя гомотопiй
A тип клас об’єкт простiр
isProp A твердження (-1)-обрiзаний об’єкт простiр
a:A програма доведення узагальнений елемени точка
B(x) предикат iндексований об’єкт розшарування
b(x) : B(x) умовне доведення iндексованi елементи секцiї
∅ ⊥ неправда термiнальний об’єкт пустий простiр
1 ⊤ iстина iнiцiальний об’єкт сiнглтон
A+ B A∨ B дiз’юнкцiя кодобуток простiр кодобуткiв
A× B A∧ B кон’юнкцiя добуток простiр добуткiв
A → B A ⇒ B внутрiшнiй Hom простiр функцiї∑

x : A,B(x) ∃x:AB(x) залежна сума повний простiр∏
x : A,B(x) ∀x:AB(x) залежний добуток простiр секцiй

PathA еквiвалентнiсть =A об’єкт типу шляхiв тип шляхiв AI

факторизацiя клас еквiвалентн. фактор фактор
W-тип iндукцiя колiмiт комплекс
тип типiв всесвiт класифiкаторо об’єктiв всесвiт
квантова схема граф доведення струнна дiаграма

мiнiмальну систему де можна довести всi всластивостi MLTT теорiї типiв.
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7.1.1 Cтруктура бiблiотеки
Основи

Перша частина базової бiблiотеки — модальнi унiвалентнi MLTT основи,
що роздiленi на три групи. Перша група мiстить класичнi типи MLTT
системи описанi Мартiном-Льофом, якi присутнi у мовах Per та Anders.
Друга група мiстить унiвалентнi iдентифiкацiйнi системи мови Anders.
Третя група мiстить модальностi мови Anders, якi використовуються
в диференцiальнiй геометрiїї та в теорiї гомотопiй. Основи пропонують
фундаментальний базис який використовується для формалiзацiї сучасної
математики в таких системах доведення теорем як: Coq, Agda, Lean.

— Фiбрацiйнi
— Унiвалентнi
— Модальнi

Математики

Друга частина базової бiблiотеки Anders мiстить формалiзацiї математичних
теорiй з рiзних галузей математики: аналiз, алгебра, геометрiя, теорiя
гомотопiй, теорiя категорiй.

Слухачам курсу (10) пропонується застосувати теорiю типiв для
доведення початкового але нетривiального результу, який є вiдкритою
проблемою в теорiї типiв для однєї iз математик, що є курсами на кафедрi
чистої математики (КМ-111):

— Функцiональний аналiз
— Гомологiчна алгебра
— Диференцiальна геометрiя
— Теорiя гомотопiй
— Теорiя категорiй
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Програми

Третя частини базової бiблiотеки, присутня у мовах Anders та
Per, присвячена прикладам з промислового програмування в областi
автоматизацiї пiдприємств та iнформацiйних технологiй, а саме для
специфiкацiї програмних iнтерфейсiв.

— Формалiзацiя двонаправленого тракту
— Формалiзацiя графiчного веб iнтерфейсу
— Формалiзацiя бази даних з єдиним простором ключiв
— Формалiзацiя реляцiйної бази даних
— Формалiзацiя системи управлiння процесами

Фiлософiї

З сучасникiв формальною фiлософiєю в HoTT загалом займається Девiд
Корфiлд, а формалiзацiєю свiдомостi як окремий предмет вивчають
Хенк Барендрегт та Горо Като. Формальна теорiя природнiх мов теж
формалiзується за допомогою MLTT, а основнi теореми доводять в HoTT. В
четвертiй частинi базової бiблiотеки Anders наводяться приклади програм,
якi манiфестують висловлювання i теореми з формальної фiлософiї
про пустотнiсть всiх феноменiв та синтаксис, морфологiю i семантику
природньої української мови.

— Формалiзацiя Мадг’ямiки
— Формалiзацiя української мови в кванторах
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7.1.2 Iнтерпретацiї теорiї типiв

Використовуючи теорiю типiв як мову, можливо закодувати на нiй як
рiзнi математичнi теорiї, так i використовувати цi математичнi теорiї як
взаємозамiнюванi фундаменти математики. Така взаємозамiнюванiсть, яка
показана в таблицi 6.1 говорить про те, що i теорiя типiв i математичнi
теорiї є iнтерпретацiями однiєї конструкцiї.

Тут ми будемо говорити про наступнi iнтерпретацiї: 1) теоертико-типову;
2) категорiальну; 3) теоретико-множинну; 4) гомотопiчну; 5) фiбрацiйну або
геометричну.

Реалiзовуючи компаративiстику iнтерпретацiй розглянемо на прикладах
першi та основнi типи теоретико-типової MLTT системи (Π, Σ, Id) зразу з
точки зору декiлькох iнтерпретацiй: 1) логiчної або осучасненої теоретико-
типової iнтерпретацiї, похiдних системах вiд MLTT; 2) категорiальної або
топосо-теоретичної фiбрацiйної геометричної iнтерпретацiї; 3) гомотопiчної
або кубiчної iнтерпретацiї.

Теоретико-множинна iнтерпертацiя

Теоретико-множинна iнтерпретацiя не зображена в таблицi 6.1, тому що є
домiнуючою робочою iнтерпретацiєю фундамента сучасної математики.

Теортико-множинна iнтерпретацiя може замiстити логiку перших
порядкiв, але не може безпосередньо оперувати вищими рiвностями.
Iндуктивнi типи в терiю множин повиннi вбудовуватися додатково, а саме
визначення множини моделюється в гомотопiчнiй теорiї як n-тип. Наявнiсть
принципу унiкальностi доведень рiвностi (UIP) в типовiй системi вже
означає теоретико-множинну iнтерпретацiю. Не зважаючи на це теореми
теорiї множин без зусиль вбудовуються в будь-яку з iнтерпретацiй.

Логiчна або теоретико-типова iнтерпретацiя

Виходячи з засад MLTT теорiї типiв, кожен тип або сигнатура визначається
п’ятьома правилами: 1) формацiї або типової сигнатури; 2) представлення
або iнтро-правила; 3) елiмiнацiї або загальний принцип залежної iндукцiї;
4) правила обчислення або бета-правила; 5) принципу унiкальностi або ета-
правила.

Формальна репрезентацiя всiх правила MLTT теорiї буде надана в
кiнцi цього роздiлу. Є загальновiдомим той факт, що класичнi логiки
можуть бути вбудованi в iнтуiцiонiстичну пропозицiйну логiку (intuition-
istic propositional logic, IPL), яка безпосередньо вбудована та є природнiм
(iнтуiцiонiстичним) продовженням MLTT.

Хоча класично-логiчна iнтерпретацiя вiдрiзняється вiд модернової
теоретико-типової iнтерпретацiї, вони можуть бути об’єднанi як загальнi
логiчнi, тому що всi є формами механiзовуваних мов програмування.
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Категорiальна або топосо-теоритична iнтерпретацiя

Категорiальна iнтерпретацiя розповiдає про теорiю типiв як внутрiшню
мову декартово-замкнених категорiй та їх функторiв. Головним
результатом категорної iнтерпретацiї можна назвати спряженiсть
функторiв Π та Σ, якi є носiями вiдповiдних MLTT типiв та формують
собою локальну декартово-замкнену категорiю, яка буде надана у роздiлi
7.

Топосо-теоретична iнтерпретацiя з доснiповими моделями теорiї типiв
Кокана, де фiбрацiї конструюються як функтори, є сучасним математичним
апаратом аналiзу не тiльки залежних але i кубiчних теорiй.

Гомотопiчна iнтерпретацiя

В класичних системах MLTT-72, MLTT-75 та MLTT-80 правило
унiкальносьi для Id типу виконується строго. Однак в гомотопiчнiй
iнтерпретацiї просторiв шляхiв нам потрiбно виключити це правило, аби
надати багатовимiрну глибину поняття рiвностi. Групоїдна iнтерпретацiя
теорiї типiв розкриває цю мотивацiю та її необхiднiсть, що було показано
Мартiном Хофманом та Томасом Стрейхером в 1996.
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7.1.3 Типи Π, Σ, Path
Π-тип

Π-тип — це простiр, що мiстить залежнi функцiї, тип кодомену яких
залежить вiд значення типу домену. Оскiльки домен розшарування
присутнiй у кожнiй визначенiй функцiї Π-тип також є залежним добутком.
Простори залежних функцiй використовуються в теорiї типiв для
моделювання рiзноманiтних математичних конструкцiй, об’єктiв, типiв
або просторiв та їхнiх вiдображень: залежних функцiй, неперервних
вiдображень, етальних вiдображень, розшарувань, квантору узагальнення,
iмплiкацiй тощо.

Теоретико-типова iнтерпретацiя

Як логiчна система теорiя залежних типiв вiдповiдає логiцi вищих
порядкiв, одна тут даються виключно правила теоретико-типової MLTT
iнтерпретацiї.

Definition 59. (Π-Формацiя). Π-тип визначає спосiб у який в певному
всесвiтi створюється простiр залежних фукнцiй f : Π(x : A), B(x) з доменом
в A, та кодоменом B : A → Ui.

Π : U =def

∏
x:A

B(x).

de f Pi (A: U) (B: A $\ r ightar row$ U) : U := $\Pi$ (x : A) , B(x )

Definition 60. (Π-Представлення). Лямбда-конструктор визначає нову
лямбда-функцiю в просторi залежних функцiй — це називається лямбда-
абстракцiєю i позначається як λx.b(x) або x 7→ b(x).

\(x : A) → b(x) =def

∏
A:U

∏
B:A→U

∏
b:

∏
a:A B(a)

λx.b(x) :
∏
y:A

B(y).

de f lambda (A: U) (B: A $\ r ightar row$ U) (b : Pi A B) : Pi A B := $\lambda$ (x : A) , b x
de f lam (A B: U) ( f : A $\ r ightar row$ B) : A → B := $\lambda$ (x : A) , f x

Коли кодомен не є залежним вiд значення в доменi, функцiї f : A → B
вивчаються в моделi теорiї типiв, яка називається System Pω або числення
конструкцiй (Caluculus of Constructions).
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Definition 61. (Π-Елiмiнацiя). Загальний принцип iндукцiї Π-типу
стверджує, що якщо предикат утримується для лямбда функцiй, тодi
iснує функцiя з простору функцiй в простiр предикатiв. Частовий випадок
загальної iндукцiї Π-типу називається λ-аплiкацiєю, яка скорочує терм
шляхом рекурсивної пiдстановки виразу замiсть аргументу з подальшою
нормалiзацiєю.

f a =def

∏
A:U

∏
B:A→U

∏
a:A

∏
f:
∏

x:A B(a)

f(a) : B(a).

de f apply (A B: U) ( f : A $\ r ightar row$ B) ( a : A) : B := f a
de f app (A: U) (B: A $\ r ightar row$ U) ( a : A) ( f : Pi A B) : B a := f a

Definition 62. (Композицiя функцiй). Композицiя використовує аплiкацiю
вiдповiдних сигнатур.
de f $\ c i r c ^T$ ( a b c : U) : U := (b → c ) → ( a → b) → ( a → c )
de f $\ c i r c $ ( a b c : U) : $\ c i r c ^T$ a b c := $\lambda$ ( g : b →
c ) ( f : a → b) (x : a ) , g ( f x )

Theorem 1. (Π-Обчислюванiсть). β-правило лямбда числення, або
рiвняння обчислювальностi показує, що композицiя lam ◦ app може бути
скорочена.

f(a) =B(a) (λ(x : A) → f(a))(a).

de f $\Pi$−$\beta$ (A : U) (B : A → U) ( a : A) ( f : Pi A B)
: Path (B a ) (Π−apply A B (Π−lambda A B f ) a ) ( f a )

:= idp (B a ) ( f a )

Theorem 2. (Π-Унiкальнiсть). η-правило лямбда числення, або рiвняння
унiкальностi показує, що композицiя app ◦ lam може бути скорочена.

f =(x:A)→B(a) (λ(y : A) → f(y)).

de f $\Pi$−$\ eta$ (A : U) (B : A → U) ( a : A) ( f : Pi A B)
: Path ( Pi A B) f (λ ( x : A) , f x )

:= idp ( Pi A B) f
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Гомотопiчна iнтерпретацiя

Геометрично, Π-тип — це простiр секцiй, у той час коли кодомен — це
простiр розшарувань. Лямбда-функцiї — це простiр секцiй, або точки в
цих просторах, у той час, коли результат функцiї — це розшарування. Π-
тип також репрезентує декартовий добуток сiм’ї множин, узагальнюючи
звичайний декартовий добуток множин.

Definition 63. (Розшарування). Розшарування вiдображення p : E → B у
точку y : B є всiма точками x : E, такими, що p(x) = y.

Definition 64. (Пучок розрашувань). Пучок розшарувань F → E
p
−→

B над тотальним простором E з розшаруванням F i базою B — це
структура (F, E, p, B), де p : E → B — це сур’єктивне вiдображення з
наступними властивостями: для будь-якої точки y : B iснує окiл Ub для
якого гомеоморфiзм f : p−1(Ub) → Ub × F робить наступну дiаграму
комутативною.

p−1(Ub) Ub × F

Ub

f

p pr1

Definition 65. (Декартовий добуток сiмейства над B). Декартовй добуток
F над сiмейством B — це розшарування секцiй пучка з елiмiнюючим
вiдображенням app : F× B → E, таким, що

F× B
app
−−−→ E

pr1
−−→ B (7.1)

pr1 — це перша проекцiя добутка, таким чином pr1, app — це морфiзми
слайс категорiї Set/B. Унiверсальна властивiсть вiдображень розшарування
F: для всiх A i морфiзму A × B → E в Set/B iснує унiкальне вiдображення
A → F, таке, що робить все комутуючим. Таким чином, категорiя з
залежними добутками — це категорiя зi всiма пулбеками.

Definition 66. (Тривiальний пучок розшарувань). Коли тотальний простiр
E є декартовим добутком Σ(B, F) i p = pr1, тодi такий пучок розшарувань
називається тривiальним (F, Σ(B, F), pr1, B).

Theorem 3. (Тривiальний пучок розшарувань дорiвнює сiмейству
множин). Inverse image (fiber) of fiber bundle (F, B ∗ F, pr1, B) in point y : B
equals F(y).

FiberPi (B: U) (F : B −> U) (y : B)
: Path U ( f i b e r ( Sigma B F) B ( pi1 B F) y ) (F y )
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Категорiальна iнтерпретацiя

Спряження Π i Σ не єдинi якi можуть представленi в системi.

Definition 67. (Залежний добуток). The dependent product along morphism
g : B → A in category C is the right adjoint Πg : C/B → C/A of the base change
functor.

Definition 68. (Простiр шарiв розшарувань). Нехай H — це (∞, 1)-топос,
а E → B : H/B — розшарування в H, тобто об’єкт у зрiзаному топосi. Тодi
простiр перерiзiв ΓΣ(E) цього розшарування є залежним добутком:

ΓΣ(E) = ΠΣ(E) ∈ H.

Theorem 4. (Множина морфiзмiв). Якщо область значень є множиною,
тодi простiр перерiзiв є множиною.
setFun (A B : U) (_: i s S e t B) : i s S e t (A −> B)

Theorem 5. (Стягуванiсть). Якщо область визначення i область значень є
стягуваними, то простiр перерiзiв також є стягуваним.
p i I sContr (A: U) (B: A −> U) (u : i sContr A)

(q : ( x : A) −> i sContr (B x ) ) : i sContr ( Pi A B)

Definition 69. (Шар розшарування). Перерiзом морфiзму f : A → B у
деякiй категорiї називається морфiзм g : B → A такий, що їхня композицiя
f ◦ g : B

g
−→ A

f
−→ B дорiвнює тотожному морфiзму на B.
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Σ-тип

Σ — це залежний тип суми, узагальнення добуткiв. Тип Σ є повним
простором розшарування. Елемент повного простору формується як пара,
що складається з базової точки та розшарування.

Теоретико-типов iнтерпретацiя

Definition 70. (Σ-Формацiя).Тип Σ утворює залежну суму для базового
типу A та залежного типу B. Це правило формування типу в теорiї типiв,
де U — унiверсум типiв. Задане A : U та B : A → U (функцiя, що кожному
a : A ставить у вiдповiднiсть тип B(a), тип Σ(A,B) є сукупнiстю всiх пар
(x, B(x)), що описують залежнiсть мiж базою та розшаруванням.

de f Sigma (A : U) (B : A −> U) : U := Σ ( x : A) , B x

Definition 71. (Σ-Предствалення). Пара (a, b) є конструктором для типу
Σ(A,B). Конструктор Σ(A,B) через пару (a, b), де b : B(a). Це базовий
спосiб введення елементiв у залежний тип суми.

de f dpa i r (A: U) (B: A −> U) ( a : A) (b : B a ) : Sigma A B = ( a , b )

Definition 72 (Σ-Елiмiнацiя). Цi правила визначають проєкцiї та iндукцiю
для типу Σ.

de f pr1 (A: U) (B: A −> U) (x : Sigma A B) : A := x . 1
de f pr2 (A: U) (B: A −> U) (x : Sigma A B) : B ( pr1 A B x) := x . 2
de f s i g Ind (A: U) (B: A −> U) (C: Sigma A B −> U)

( g : ( a : A) (b : B a ) −> C (a , b ) ) (p : Sigma A B)
: C p := g p . 1 p . 2

Theorem 6 (Σ-Обчислюванiсть). Теорема стверджує, що проєкцiї pr1 i
pr2, застосованi до сконструйованої пари (a, b), повертають вiдповiдно a
та b. Equ позначає еквiвалентнiсть у термiнах теорiї типiв, гарантуючи
коректнiсть обчислень.

de f Beta1 (A: U) (B: A −> U) ( a :A) (b : B a )
: Equ A a ( pr1 A B (a , b ) )

de f Beta2 (A: U) (B: A −> U) ( a : A) (b : B a )
: Equ (B a ) b ( pr2 A B (a , b ) )

Theorem 7. (Σ-Унiкальнiсть). Теорема стверджує, що будь-який елемент
p : Σ(A,B) еквiвалентний парi, складенiй iз його проєкцiй (pr1, pr2), Це
вiдображає принцип унiкальностi в теорiї типiв, де структура пари повнiстю
визначається її компонентами.

de f Eta2 (A: U) (B: A −> U) (p : Sigma A B)
: Equ ( Sigma A B) p ( pr1 A B p , pr2 A B p)
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Категорiальна iнтерпретацiя

Definition 73. (Залежна сума). The dependent sum along the morphism f :
A → B in category C is the left adjoint Σf : C/A → C/B of the base change
functor.

Теоретико-множинна iнтерпретацiя

Theorem 8. (Аксiома вибору). If for all x : A there is y : B such that R(x, y),
then there is a function f : A → B such that for all x : A there is a witness of
R(x, f(x)).
ac (A B: U) (R: A −> B −> U)

: (p : ( x :A) −> ( y :B)∗ (R x y ) ) −> ( f :A−>B) ∗ ( ( x :A)−>R(x ) ( f x ) )

Theorem 9. (Повний простiр). If fiber over base implies another fiber over
the same base then we can construct total space of section over that base with
another fiber.
t o t a l (A:U) (B C: A −> U)

( f : ( x :A) −> B x −> C x) (w: Sigma A B)
: Sigma A C = (w. 1 , f (w. 1 ) (w. 2 ) )

Theorem 10. (Σ-Стягуванiсть). If the fiber is set then the Σ is set.
s e t S i g (A:U) (B: A −> U) (sA : i s S e t A)

( sB : ( x :A) −> i s S e t (B x ) ) : i s S e t ( Sigma A B)

Theorem 11. (Шлях мiж сiмами). Path between two sigmas t, u : Σ(A,B)
could be decomposed to sigma of two paths p : t1 =A u1) and (t2 =B(p@i) u2).

pathSig (A:U) (B : A −> U) ( t u : Sigma A B)
: Path U (Path ( Sigma A B) t u)

( ( p : Path A t . 1 u . 1 ) ∗ PathP (< i>B(p@i ) ) t . 2 u . 2 )
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Path-тип

The Path identity type defines a Path space with elements and values. Elements
of that space are functions from interval [0, 1] to a values of that path space.
This ctt file reflects 5CCHM cubicaltt model with connections. For 6ABCFHL
yacctt model with variables please refer to ytt file. You may also want to read
7BCH, 8AFH. There is a 9PO paper about CCHM axiomatic in a topos.

Кубiчна iнтерпретацiя

Definition 74. (Path-Формацiя).

Hetero (A B: U) ( a : A) (b : B) (P: Path U A B) : U = PathP P a b
Path (A: U) ( a b : A) : U = PathP (< i> A) a b

Definition 75. (Path-рефлексивнiсть). Returns an element of reflexivity path
space for a given value of the type. The inhabitant of that path space is the
lambda on the homotopy interval [0, 1] that returns a constant value a. Written
in syntax as <i>a which equals to λ (i : I) → a.

r e f l (A: U) ( a : A) : Path A a a

Definition 76. (Path-аплiкацiя). You can apply face to path.

app1 (A: U) ( a b : A) (p : Path A a b ) : A = p @ 0
app2 (A: U) ( a b : A) (p : Path A a b ) : A = p @ 1

Definition 77. (Path-композицiя). Composition operation allows to build a
new path by given to paths in a connected point.

a c

a b

comp

λ(i : I) → a q

p@i

compos it ion (A: U) ( a b c : A) (p : Path A a b) (q : Path A b c )
: Path A a c = comp (< i>Path A a ( q@i ) ) p [ ]

5Cyril Cohen, Thierry Coquand, Simon Huber, Anders Mörtberg. Cubical Type Theory: a
constructive interpretation of the univalence axiom. 2015. https://5ht.co/cubicaltt.pdf

6Carlo Angiuli, Brunerie, Coquand, Kuen-Bang Hou (Favonia), Robert Harper, Dan Licata.
Cartesian Cubical Type Theory. 2017. https://5ht.co/cctt.pdf

7Marc Bezem, Thierry Coquand, Simon Huber. A model of type theory in cubical sets.
2014. http://www.cse.chalmers.se/~coquand/mod1.pdf

8Carlo Angiuli, Kuen-Bang Hou (Favonia), Robert Harper. Cartesian Cubical Computa-
tional Type Theory: Constructive Reasoning with Paths and Equalities. 2018.
https://www.cs.cmu.edu/~cangiuli/papers/ccctt.pdf

9Andrew Pitts, Ian Orton. Axioms for Modelling Cubical Type Theory in a Topos. 2016.
https://arxiv.org/pdf/1712.04864.pdf

https://5ht.co/cubicaltt.pdf
https://5ht.co/cctt.pdf
http://www.cse.chalmers.se/~coquand/mod1.pdf
https://www.cs.cmu.edu/~cangiuli/papers/ccctt.pdf
https://arxiv.org/pdf/1712.04864.pdf
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Theorem 12. (Path-iнверсiя).
inv (A: U) ( a b : A) (p : Path A a b ) : Path A b a = < i> p @ −i

Definition 78. (Path-з’єднання). Connections allows you to build square with
given only one element of path: i) λ (i, j : I) → p @ min(i, j); ii) λ (i, j : I) →
p @ max(i, j).

a b

a a

p

λ (i : I) → a p

λ (i : I) → a

b b

a b

λ (i : I) → b

p λ (i : I) → b

p

connect ion1 (A: U) ( a b : A) (p : Path A a b)
: PathP (<x> Path A (p@x) b) p (< i>b)
= <y x> p @ (x \/ y )

connect ion2 (A: U) ( a b : A) (p : Path A a b)
: PathP (<x> Path A a (p@x) ) (< i>a ) p
= <x y> p @ (x /\ y )

Theorem 13. (Конгруентнiсть). Is a map between values of one type to path
space of another type by an encode function between types. Implemented as
lambda defined on [0, 1] that returns application of encode function to path
application of the given path to lamda argument |λ (i:I) → f (p @ i)| for both
cases.
ap (A B: U) ( f : A −> B)

( a b : A) (p : Path A a b)
: Path B ( f a ) ( f b )

apd (A: U) ( a x :A) (B: A −> U) ( f : A −> B a )
(b : B a ) (p : Path A a x )

: Path (B a ) ( f a ) ( f x )

Theorem 14. (Транспорт). Transports a value of the domain type to the value
of the codomain type by a given path element of the path space between domain
and codomain types. Defined as path composition with |[]| of a over a path p —
|comp p a []|.
t rans (A B: U) (p : Path U A B) ( a : A) : B
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Теоретико-типова iнтерпретацiя

Definition 79. (Сiнглтон).
s i n g l (A: U) ( a : A) : U = ( x : A) ∗ Path A a x

Theorem 15. (Iнстанс сiнглтона).
eta (A: U) ( a : A) : s i n g l A a = ( a , r e f l A a )

Theorem 16. (Стягуванiсть сiнглтона).
contr (A: U) ( a b : A) (p : Path A a b)

: Path ( s i n g l A a ) ( eta A a ) (b , p)
= < i> (p @ i ,<j> p @ i /\ j )

Theorem 17. (Path Elimination, Diagonal).
D (A: U) : U = ( x y : A) −> Path A x y −> U
J (A: U) (x y : A) (C: D A)

(d : C x x ( r e f l A x ) )
(p : Path A x y ) : C x y p

= subst ( s i n g l A x ) T ( eta A x) (y , p) ( contr A x y p) d where
T ( z : s i n g l A x ) : U = C x ( z . 1 ) ( z . 2 )

Theorem 18. (Path Elimination, Paulin-Mohring). J is formulated in a form of
Paulin-Mohring and implemented using two facts that singleton are contractible
and dependent function transport.
J (A: U) ( a b : A)

(P: s i n g l A a −> U)
(u : P (a , r e f l A a ) )
(p : Path A a b) : P (b , p)

Theorem 19. (Path Elimination, HoTT). J from HoTT book.
J (A: U) ( a b : A)

(C: ( x : A) −> Path A a x −> U)
(d : C a ( r e f l A a ) )
(p : Path A a b) : C b p

Theorem 20. (Path Computation).
t rans_comp (A: U) ( a : A)

: Path A a ( t rans A A (<_> A) a )
= f i l l (< i> A) a [ ]

subst_comp (A: U) (P: A −> U) ( a : A) ( e : P a )
: Path (P a ) e ( subst A P a a ( r e f l A a ) e )
= t rans_comp (P a ) e

J_comp (A: U) ( a : A) (C: ( x : A) −> Path A a x −> U) (d : C a ( r e f l A a ) )
: Path (C a ( r e f l A a ) ) d ( J A a C d a ( r e f l A a ) )
= subst_comp ( s i n g l A a ) T ( eta A a ) d where T ( z : s i n g l A a )
: U = C a ( z . 1 ) ( z . 2 )

Note that Path type has no Eta rule due to groupoid interpretation.
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Групоїдна iнтерпретацiя

The groupoid interpretation of type theory is well known article by Martin
Hoffman and Thomas Streicher, more specific interpretation of identity type as
infinity groupoid. The groupoid interpretation of Path equality will be given
along with category theory library in Issue VII: Category Theory.

7.1.4 Всесвiти

This introduction is a bit wild strives to be simple yet precise. As we defined a
language BNF we could define a language AST by using inductive types which
is yet to be defined in Issue II: Inductive Types and Models. This SAR
notation is due Barendregt.

Definition 80. (Terms). Point in initial object of language AST inductive def-
inition is called a term. If type theory or language is defined as an inductive
type (AST) then the term is defined as its instance.

Definition 81. (Sorts). N-indexed set of universes Un∈N. Could have any num-
ber of elements which defines different type systems. All built-in types as long as
user defined types are landed usually by default in U0 universe. Sorts represented
in type checker as a separate constructor.

Definition 82. (Axioms). The inclusion rules Ui : Uj, i, j ∈ N, that define which
universe is element of another given universe. You may attach any rules that
joins i, j in some way. Axioms with sorts define universe hierarchy.

Definition 83. (Rules). The set of landings Ui → Uj : Uλ(i,j),i,j∈N, where
λ : N×N → N. These rules define term dependence or how we land (in which
universe) formation rules in definitions.

Definition 84. (Predicative hierarchy). If λ in Rules is an uncurried function
max : N×N → N then such universe hierarchy is called predicative.

Definition 85. (Impredicative hierarchy). If λ in Rules is a second projection
of a tuple snd : N×N → N then such universe hierarchy is called impredicative.

Definition 86. (Definitional Equality). For any Ui, i ∈ N there is defined an
equality between its members and between its instances. For all x,y ∈ A, there
is defined a x=y. Definitional equality compares normalized term instances.

Definition 87. (SAR). The universum space is configured with a triple of: i)
sorts, a set of universes Un∈N indexed over set N; ii) axioms, a set of inclusions
Ui : Uj, i, j ∈ N; iii) rules of term dependence universe landing, a set of landings
Ui → Uj : Uλ(i,j),i,j∈N, where λ could be function max (predicative) or snd
(impredicative).

Example 4. (CoC). SAR = {{⋆,□}, {⋆ : □}, {i → j : j; i, j ∈ {⋆,□}}. Terms live in
universe ⋆, and types live in universe □. In CoC λ = snd.
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Example 5. (PTS∞). SAR = {Ui∈N,Ui : Uj;i<j;i,j∈N,Ui → Uj : Uλ(i,j);i,j∈N}.
Where Ui is a universe of i-level or i-category in categorical interpretation. The
working prototype of PTS∞ is given in Addendum I: Pure Type System
for Erlang10.

7.1.5 Контексти
Speaking of type checker execution, we introduce context or dictionary with
types and terms, from which we can derive typed variables. This chain could
be implemented as nested sigma types (due to R.A.G.Seely) or list types (due
to Voevodsky). Categorically dependent type theory is built upon categories of
contexts.

Definition 88. (Empty Context).

γ0 : Γ =def ⋆.

Definition 89. (Context Comprehension).

Γ ;A =def

∑
γ:Γ

A(γ).

Definition 90. (Context Derivability).

Γ ⊢ A =def

∏
γ:Γ

A(γ).

10M.Sokhatsky,P.Maslianko. The Systems Engineering of Consistent Pure Language with
Effect Type System for Certified Applications and Higher Languages. AIP Conference Pro-
ceedings. 2018. doi:10.1063/1.5045439



7.1. Iнтерналiзацiя теорiї типiв 117

7.1.6 Iнтерналiзацiя
Here is given formal model of type-theoretical interpretation of Martin-Löf Type
Theory. It combines 4 Path rules (no eta), 5 Π rules, and 6 Σ rules (two elims).
The proof is provided by direct embedding (internalizing) the model intro the
model of type checker which is even more powerful.

Definition 91. (MLTT). The MLTT as a Type is defined by taking all rules
for Π, Σ and Path types into one Σ telescope or context.

de f MLTT (A: U) : U := Σ
(Π−form : Π (B: A → U) , U)
(Π−cto r 1 : Π (B: A → U) , Pi A B → Pi A B)
(Π−el im 1 : Π (B: A → U) , Pi A B → Pi A B)
(Π−comp1 : Π (B: A → U) ( a : A) ( f : Pi A B) ,

Equ (B a ) (Π−el im 1 B (Π−cto r 1 B f ) a ) ( f a ) )
(Π−comp2 : Π (B: A → U) ( a : A) ( f : Pi A B) ,

Equ ( Pi A B) f (λ ( x : A) , f x ) )
(Σ−form : Π (B: A → U) , U)
(Σ−cto r 1 : Π (B: A → U) ( a : A) (b : B a ) , Sigma A B)
(Σ−el im 1 : Π (B: A → U) (p : Sigma A B) , A)
(Σ−el im 2 : Π (B: A → U) (p : Sigma A B) , B ( pr 1 A B p ) )
(Σ−comp1 : Π (B: A → U) ( a : A) (b : B a ) ,

Equ A a (Σ−el im 1 B (Σ−cto r 1 B a b ) ) )
(Σ−comp2 : Π (B: A → U) ( a : A) (b : B a ) ,

Equ (B a ) b (Σ−el im 2 B (a , b ) ) )
(Σ−comp3 : Π (B: A → U) (p : Sigma A B) ,

Equ ( Sigma A B) p ( pr 1 A B p , pr 2 A B p ) )
(=−form : Π ( a : A) , A → U)
(=−cto r 1 : Π ( a : A) , Equ A a a )
(=−el im 1 : Π ( a : A) (C: D A) (d : C a a (=−cto r 1 a ) )

( y : A) (p : Equ A a y ) , C a y p)
(=−comp1 : Π ( a : A) (C: D A) (d : C a a (=−cto r 1 a ) ) ,

Equ (C a a (=−cto r 1 a ) ) d (=−el im 1 a C d a (=−cto r 1 a ) ) ) , U

Theorem 21. (Model Check). There is an instance of MLTT.
theorem in s tanc e (A : U) : MLTT A :=

( Pi A, lambda A, app A, comp1 A, comp2 A,
Sigma A, pa i r A, pr 1 A, pr 2 A, comp3 A, comp4 A, comp5 A,
Equ A, r e f l A, J A, comp6 A, A)
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Перевiрка в кубiчнiй теорiї
The result of the work is a mltt.ctt file which can be runned using cubicaltt . Note
that computation rules take a seconds to type check.
$ r lwrap . / anders . na t ive check . / exper iments /mltt . anders
F i l e loaded .
> : n i n s t anc e
TYPE: Π (A : U) , Σ (Π−form : Π (B : (A → U) ) , U) , Σ (Π−cto r 1 :

Π (B : (A → U) ) , (Π ( x : A) , (B x ) → Π ( x : A) , (B x ) ) ) ,
Σ (Π−el im 1 : Π (B : (A → U) ) , (Π ( x : A) , (B x ) →
Π ( x : A) , (B x ) ) ) , Σ (Π−comp1 : Π (B : (A → U) ) ,
Π ( a : A) , Π ( f : Π ( x : A) , (B x ) ) , Π (P : ( (B a ) → U) ) ,

( (P ( ( (Π−el im 1 B) ( (Π−cto r 1 B) f ) ) a ) ) → (P ( f a ) ) ) ) ,
Σ (Π−comp2 : Π (B : (A → U) ) , Π ( a : A) , Π ( f :
Π ( x : A) , (B x ) ) , Π (P : (Π ( x : A) , (B x ) → U) ) ,

( (P f ) → (P λ ( x : A) , ( f x ) ) ) ) , Σ (Σ−form :
Π (B : (A → U) ) , U) , Σ (Σ−cto r 1 : Π (B : (A → U) ) ,
Π ( a : A) , Π (b : (B a ) ) , Σ ( x : A) , (B x ) ) , Σ (Σ−el im 1 :
Π (B : (A → U) ) , Π (p : Σ ( x : A) , (B x ) ) , A) ,
Σ (Σ−el im 2 : Π (B : (A → U) ) , Π (p : Σ ( x : A) , (B x ) ) ,

(B p . 1 ) ) , Σ (Σ−comp1 : Π (B : (A → U) ) , Π ( a : A) ,
Π (b : (B a ) ) , Π (P : (A → U) ) , ( (P a ) → (P ( (Σ−el im 1 B)

( ( (Σ−cto r 1 B) a ) b ) ) ) ) ) , Σ (Σ−comp2 : Π (B : (A → U) ) ,
Π ( a : A) , Π (b : (B a ) ) , Π (P : ( (B a ) → U) ) , ( (P b) →

(P ( (Σ−el im 2 B) (a , b ) ) ) ) ) , Σ (Σ−comp3 : Π (B : (A → U) ) ,
Π (p : Σ ( x : A) , (B x ) ) , Π (P : (Σ ( x : A) , (B x ) → U) ) ,

( (P p) → (P (p . 1 , p . 2 ) ) ) ) , Σ (=−form : Π ( a : A) ,
(A → U) ) , Σ (=−cto r 1 : Π ( a : A) , Π (P : (A → U) ) ,
( (P a ) → (P a ) ) ) , Σ (=−el im 1 : Π ( a : A) , Π (C :

Π ( x : A) , Π ( y : A) , (Π (P : (A → U) ) , ( (P x )→ (P y ) ) → U) ) , Π (d : ( ( (C a ) a ) (=−cto r 1 a ) ) ) ,
Π ( y : A) , Π (p : Π (P : (A → U) ) , ( (P a ) → (P y ) ) ) ,

( ( (C a ) y ) p ) ) , Σ (=−comp1 : Π ( a : A) , Π (C :
Π ( x : A) , Π ( y : A) , (Π (P : (A → U) ) , ( (P x )→ (P y ) ) → U) ) , Π (d : ( ( (C a ) a ) (=−cto r 1 a ) ) ) ,
Π (P : ( ( ( (C a ) a ) (=−cto r 1 a ) ) → U) ) , ( (P d) → (P

( ( ( ( (=−el im 1 a ) C) d) a ) (=−cto r 1 a ) ) ) ) ) , U
EVAL: λ (A : U) , (λ (B : (A → U) ) , Π ( x : A) , (B x ) , (

λ (B : (A → U) ) , λ (b : Π ( x : A) , (B x ) ) ,
λ ( x : A) , (b x ) , (λ (B : (A → U) ) , λ ( f :
Π ( x : A) , (B x ) ) , λ ( a : A) , ( f a ) , (λ (B : (A → U) ) ,
λ ( a : A) , λ ( f : Π ( x : A) , (B x ) ) ,
λ (P : ( (B a ) → U) ) , λ (u : (P ( f a ) ) ) , u , (
λ (B : (A → U) ) , λ ( a : A) , λ ( f : Π ( x : A) , (B x ) ) ,
λ (P : (Π ( x : A) , (B x ) → U) ) , λ (u : (P f ) ) , u , (
λ (B : (A → U) ) , Σ ( x : A) , (B x ) , (λ (B : (A → U) ) ,
λ ( a : A) , λ (b : (B a ) ) , ( a , b ) , (λ (B : (A → U) ) ,
λ ( x : Σ ( x : A) , (B x ) ) , x . 1 , (λ (B : (A → U) ) ,
λ ( x : Σ ( x : A) , (B x ) ) , x . 2 , (λ (B : (A → U) ) ,
λ ( a : A) , λ (b : (B a ) ) , λ (P : (A → U) ) ,
λ (u : (P a ) ) , u , (λ (B : (A → U) ) , λ ( a : A) ,
λ (b : (B a ) ) , λ (P : ( (B a ) → U) ) ,
λ (u : (P b ) ) , u , (λ (B : (A → U) ) , λ (p :
Σ ( x : A) , (B x ) ) , λ (P : (Σ ( x : A) , (B x ) → U) ) ,
λ (u : (P p ) ) , u , (λ ( x : A) , λ ( y : A) , Π (P : (A→ U) ) , ( (P x ) → (P y ) ) , (λ ( x : A) , λ (P : (A → U) ) ,
λ (u : (P x ) ) , u , ( ( J A) , ( ( comp6 A) , A) ) ) ) ) ) ) ) ) ) ) ) ) ) ) )
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7.2 Iндуктивнi типи

7.2.1 Empty, Unit
empty type lacks both introduction rules and eliminators. However, it has re-
cursor and induction.
data empty =
emptyRec (C: U) : empty −> C = s p l i t {}
emptyInd (C: empty −> U) : ( z : empty ) −> C z = s p l i t {}

data un i t = s t a r
unitRec (C: U) (x : C) : un i t −> C = s p l i t t t −> x
unit Ind (C: un i t −> U) (x : C t t ) : ( z : un i t ) −> C z = s p l i t t t −> x
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7.2.2 Bool, Maybe, Either, Tuple
Definition 92. (Bool). bool is a run-time version of the boolean logic you may
use in your general purpose applications. bool is isomorphic to 1+1: either unit
unit.
data bool = f a l s e | t rue
b1 : U = bool −> bool
b2 : U = bool −> bool −> bool
negat ion : b1 = s p l i t { f a l s e −> t rue ; t rue −> f a l s e }
or : b2 = s p l i t { f a l s e −> i d fun bool ; t rue −> lambda bool bool t rue }
and : b2 = s p l i t { f a l s e −> lambda bool bool f a l s e ; t rue −> i d fun boo }
boolEq : b2 = lamb bool ( bool −> bool ) negat ion
boolRec (C: U) ( f t : C) : bool −> C = s p l i t { f a l s e −> f ; t rue −> t }
boolInd (C: bool −> U) ( f : A f a l s e ) ( t : A true ) : (n : bool ) −> A n

= s p l i t { f a l s e −> f ; t rue −> t }

Definition 93. (Maybe). Maybe has representing functor MA(X) = 1 + A. It
is used for wrapping values with optional nothing constructor. In ML-family
languages this type is called Option (Miranda, ML). There is an isomorphims
between (fix maybe) and nat.
data maybe (A: U) = nothing | j u s t ( x : A)
maybeRec (A P: U) (n : P) ( j : A −> P) : maybe A −> P

= s p l i t { nothing −> n ; j u s t a −> j a }

maybeInd (A: U) (P: maybe A −> U) (n : P nothing )
( j : ( a : A) −> P ( j u s t a ) ) : ( a : maybe A) −> P a

= s p l i t { nothing −> n ; j u s t x −> j x }

either is a representation for sum types or disjunction.
data e i t h e r (A B: U) = l e f t ( x : A) | r i g h t ( y : B)
e i the rRec (A B C: U) (b : A −> C) ( c : B −> C) : e i t h e r A B −> C

= s p l i t { i n l x −> b(x ) ; i n r y −> c (y ) }

e i t h e r I nd (A B: U) (C: e i t h e r A B −> U)
(x : ( a : A) −> C ( i n l a ) )
( y : (b : B) −> C ( in r b ) )

: ( x : e i t h e r A B) −> C x
= s p l i t { i n l i −> x i ; i n r j −> y j }

tuple is a representation for non-dependent product types or conjunction.
data tup l e (A B: U) = pa i r ( x : A) (y : B)
prod (A B: U) (x : A) (y : B) : (_: A) ∗ B = (x , y )
tupleRec (A B C: U) ( c : ( x :A) (y :B) −> C) : ( x : tup l e A B) −> C

= s p l i t pa i r a b −> c a b
tup le Ind (A B: U) (C: tup l e A B −> U)

( c : ( x :A) ( y :B) −> C ( pa i r x y ) )
: ( x : tup l e A B) −> C x
= s p l i t pa i r a b −> c a b
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7.2.3 Nat, List, Stream

Pointed Unary System is a category nat with the terminal object and a carrier
nat having morphism [zero: 1nat → nat, succ: nat → nat]. The initial object of
nat is called Natural Number Object and models Peano axiom set.

data nat = zero | succ (n : nat )
natEq : nat −> nat −> bool
natCase (C:U) ( a b : C) : nat −> C
natRec (C:U) ( z : C) ( s : nat−>C−>C) : (n : nat ) −> C

natElim (C: nat−>U) ( z : C zero )
( s : (n : nat)−>C( succ n ) ) : (n : nat ) −> C(n)

natInd (C: nat−>U) ( z : C zero )
( s : (n : nat)−>C(n)−>C( succ n ) ) : (n : nat ) −> C(n)

Definition 94. (List). The data type of list L over a given set A can be repre-
sented as the initial algebra (µLA, in) of the functor LA(X) = 1 + (A × X).
Denote µLA = List(A). The constructor functions nil : 1 → List(A) and
cons : A×List(A) → List(A) are defined by nil = in◦ inl and cons = in◦ inr,
so in = [nil, cons].

data l i s t (A: U) = n i l | cons ( x :A) ( xs : l i s t A)
l i s tCa s e (A C:U) ( a b : C) : l i s t A −> C
l i s tR e c (A C:U) ( z : C) ( s : A−> l i s t A−>C−>C) : (n : l i s t A) −> C
l i s tE l im (A: U) (C: l i s t A−>U) ( z : C n i l )

( s : ( x :A) ( xs : l i s t A)−>C( cons x xs ) ) : (n : l i s t A) −> C(n)
l i s t I n d (A: U) (C: l i s t A−>U) ( z : C n i l )

( s : ( x :A) ( xs : l i s t A)−>C( xs)−>C( cons x xs ) ) : (n : l i s t A) −> C(n)

nu l l (A: U) : l i s t A −> bool
head (A: U) : l i s t A −> maybe A
t a i l (A:U) : l i s t A −> maybe ( l i s t A)
nth (A:U) : nat −> l i s t A −> maybeA
append (A: U) : l i s t A −> l i s t A −> l i s t A
r ev e r s e (A: U) : l i s t A −> l i s t A
map (A B: U) : (A −> B) −> l i s t A −> l i s t B
z ip (AB: U) : l i s t A −> l i s t B −> l i s t ( tup l e A B)
f o l d r (AB: U) : (A −> B −> B) −> B −> l i s t A −> B
f o l d l (AB: U) : (B −> A −> B) −> B −> l i s t A −> B
switch (A: U) : ( Unit −> l i s t A) −> bool −> l i s t A
f i l t e r (A: U) : (A −> bool ) −> l i s t A −> l i s t A
length (A: U) : l i s t A −> nat
l i s tEq (A: eq ) : l i s t A. 1 −> l i s t A. 1 −> bool

stream is a record form of the list’s cons constructor. It models the infinity
list that has no terminal element.

data stream (A: U) = cons (x : A) ( xs : stream A)

7.2.4 Fin, Vector, Seq

fin is the inductive defintion of set with finite elements.
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data f i n (n : nat )
= f z e r o | f s u c c (_: f i n ( pred n ) )

f z (n : nat ) : f i n ( succ n) = f z e r o
f s (n : nat ) : f i n n −> f i n ( succ n) = \(x : f i n n) −> f s u c c x

vector is the inductive defintion of limited length list.

data vec to r (A: U) (n : nat )
= n i l | cons (_: A) (_: vec to r A ( pred n ) )

seq — abstract compositional sequences.

data seq (A: U) (B: A −> A −> U) (X Y: A)
= s eqNi l (_: A)
| seqCons (X Y Z : A) (_: B X Y) (_: Seq A B Y Z)

7.2.5 Iмпредикативне кодування

You know Church encoding which also has its dependent alanolgue in CoC,
however in Coq it is imposible to detive Inductive Principle as type system
lacks fixpoint and functional extensionality. The example of working compiler
of PTS languages are Om and Morte. Assume we have Church encoded NAT:

nat = (X:U) −> (X −> X) −> X −> X

where first parameter (X− > X) is a succ, the second parameter X is zero,
and the result of encoding is landed in X. Even if we encode the parameter

l i s t (A: U) = (X:U) −> X −> (A −> X) −> X

and paremeter A let’s say live in 42 universe and X live in 2 universe, then
by the signature of encoding the term will be landed in X, thus 2 universe.
In other words such dependency is called impredicative displaying that landed
term is not a predicate over parameters. This means that Church encoding
is incompatible with predicative type checkers with predicative of predicative-
cumulative hierarchies.

In HoTT n-types is encoded as n-groupoids, thus we need to add a predicate
in which n-type we would like to land the encoding:

NAT (A: U) = (X:U) −> i s S e t X −> X −> (A −> X) −> X

Here we added isSet predicate. With this motto we can implement propo-
sitional truncation by landing term in isProp or even HIT by langing in is-
Groupoid:

TRUN (A:U) type = (X: U) −> i sProp X −> (A −> X) −> X
S1 = (X:U) −> i sGroupoid X −> ( ( x :X) −> Path X x x ) −> X
MONOPLE (A:U) = (X:U) −> i s S e t X −> (A −> X) −> X
NAT = (X:U) −> i s S e t X −> X −> (A −> X) −> X

The main publication on this topic could be found at [29] and [30]. Here we
have the implementation of Unit impredicative encoding in HoTT.
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upPath (X Y:U) ( f :X−>Y)( a :X−>X) : X −> Y = o X X Y f a
downPath (X Y:U) ( f :X−>Y)( b :Y−>Y) : X −> Y = o X Y Y b f
na tu r a l i t y (X Y:U) ( f :X−>Y)( a :X−>X)( b :Y−>Y) : U

= Path (X−>Y)( upPath X Y f a ) ( downPath X Y f b)

unitEnc ’ : U = (X: U) −> i s S e t X −> X −> X
isUnitEnc ( one : unitEnc ’ ) : U

= (X Y:U) ( x : i s S e t X) ( y : i s S e t Y) ( f :X−>Y) −>
na tu r a l i t y X Y f ( one X x ) ( one Y y)

unitEnc : U = ( x : unitEnc ’ ) ∗ isUnitEnc x
unitEncStar : unitEnc = (\ (X:U) (_: i s S e t X) −>

i d fun X, \ (X Y: U) (_: i s S e t X) (_: i s S e t Y)−> r e f l (X−>Y))
unitEncRec (C: U) ( s : i s S e t C) ( c : C) : unitEnc −> C

= \( z : unitEnc ) −> z . 1 C s c
unitEncBeta (C: U) ( s : i s S e t C) ( c : C)

: Path C ( unitEncRec C s c unitEncStar ) c = r e f l C c
unitEncEta ( z : unitEnc ) : Path unitEnc unitEncStar z = undef ined
unitEncInd (P: unitEnc −> U) ( a : unitEnc ) : P unitEncStar −> P a

= subst unitEnc P unitEncStar a ( unitEncEta a )
unitEncCondit ion (n : unitEnc ’ ) : i sProp ( isUnitEnc n)

= \( f g : i sUnitEnc n) −>
<h> \(x y : U) −> \(X: i s S e t x ) −> \(Y: i s S e t y )

−> \(F : x −> y ) −> < i> \(R: x ) −> Y (F (n x X R) ) (n y Y (F R) )
(<j> f x y X Y F @ j R) (<j> g x y X Y F @ j R) @ h @ i

7.3 Гомотопiчна теорiя типiв

Homotypy Type Theory takes its origins in 1996 from groupoid interpretation
by Hofmann and Streicher’s, and later (in 10 years) was formalized by Awodey,
Warren and Voevodsky. Voevodsky constrtucted Kan simplicial sets interpreta-
tion of type theory and discovered the property of this model, that was named
univalence. This property allows to identify isomorphic structures in terms of
type theory.

Homotopy type theory to classical homotopy theory is like Euclidian synteth-
ic geometry (points, lines, axioms and deduction rules) to analytical geometry
with cartesian coordinates on Rn (geometric and algebraic) 11

In the same way as inductive types extends MLTT for inductive program-
ming, the higher inductive types (HIT) extend homotopy type theory for geom-
etry programming. You can directly encode CW-complexes by using HIT. The
definition of HIT syntax will be given in the next Issue IV: Higher Inductive
Types.

7.3.1 Гомотопiї

The first higher equality we meet in homotopy theory is a notion of homotopy,
where we compare two functions or two path spaces (which is sort of dependent

11We will denote geometric, type theoretical and homotopy constants bold font R while
analitical will be denoted with double lined letters R.
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Equality Homotopy ∞-Groupoid
reflexivity constant path identity morphism
symmetry inversion of path inverse morphism
transitivity concatenation of paths composition of mopphisms

families). The homotopy interval I = [0, 1] is the perfect foundation for definition
of homotopy.

Definition 95. (Interval). Compact interval.

data I = i 0
| i 1
| seg < i> [ ( i=0) −> i0 ,

( i=1) −> i 1 ]

You can think of I as isomorphism of equality type, disregarding carriers on
the edges. By mapping i0, i1 : I to x, y : A one can obtain identity or equality
type from classic type theory.

Definition 96. (Interval Split). The convertion function from I to a type of
comparison is a direct eliminator of interval. The interval is also known as one
of primitive higher inductive types which will be given in the next Issue IV:
Higher Inductive Types.

pathToHtpy (A: U) (x y : A) (p : Path A x y ) : I −> A
= s p l i t { i 0 −> x ; i 1 −> y ; seg @ i −> p @ i }

Definition 97. (Homotopy). The homotopy between two function f, g : X → Y
is a continuous map of cylinder H : X× I → Y such that{

H(x, 0) = f(x),

H(x, 1) = g(x).

homotopy (X Y: U) ( f g : X −> Y)
(p : ( x : X) −> Path Y ( f x ) ( g x ) )
( x : X) : I −> Y = pathToHtpy Y ( f x ) ( g x ) (p x )

7.3.2 Групоїдна iнтерпретацiя

The first text about groupoid interpretation of type theory can be found in
Francois Lamarche: A proposal about Foundations12. Then Martin Hofmann
and Thomas Streicher wrote the initial document on groupoid interpretation of
type theory13.

12http://www.cse.chalmers.se/~coquand/Proposal.pdf
13Martin Hofmann and Thomas Streicher. The Groupoid Interpretation of Type Theory.

1996.

http://www.cse.chalmers.se/~coquand/Proposal.pdf
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There is a deep connection between higher-dimentinal groupoids in category
theory and spaces in homotopy theory, equipped with some topology. The cate-
gory or groupoid could be built where the objects are particular spaces or types,
and morphisms are path types between these types, composition operation is a
path concatenation. We can write this groupoid here recalling that it should be
category with inverted morphisms.
cat : U = (A: U) ∗ (A −> A −> U)
groupoid : U = (X: cat ) ∗ isCatGroupoid X
PathCat (X: U) : cat = (X, \ ( x y :X)−>Path X x y )

isCatGroupoid (C: cat ) : U
= ( id : ( x : C. 1 ) −> C.2 x x )
∗ ( c : ( x y z :C. 1 ) −> C.2 x y −> C.2 y z −> C.2 x z )
∗ ( inv : ( x y : C. 1 ) −> C.2 x y −> C.2 y x )
∗ ( inv_l e f t : ( x y : C. 1 ) (p : C. 2 x y ) −>

Path (C. 2 x x ) ( c x y x p ( inv x y p ) ) ( id x ) )
∗ ( inv_r i gh t : ( x y : C. 1 ) (p : C. 2 x y ) −>

Path (C. 2 y y ) ( c y x y ( inv x y p) p) ( id y ) )
∗ ( l e f t : ( x y : C. 1 ) ( f : C. 2 x y ) −>

Path (C. 2 x y ) ( c x x y ( id x ) f ) f )
∗ ( r i g h t : ( x y : C. 1 ) ( f : C. 2 x y ) −>

Path (C. 2 x y ) ( c x y y f ( id y ) ) f )
∗ ( ( x y z w:C. 1 ) ( f :C. 2 x y ) ( g :C. 2 y z ) ( h :C. 2 z w)−>

Path (C. 2 x w) ( c x z w ( c x y z f g ) h)
( c x y w f ( c y z w g h ) ) )

PathGrpd (X: U)
: groupoid
= ( (Ob,Hom) , id , c , sym X, compPathInv X, compInvPath X,L ,R,Q) where

Ob: U = X
Hom (A B: Ob) : U = Path X A B
id (A: Ob) : Path X A A = r e f l X A
c (A B C: Ob) ( f : Hom A B) ( g : Hom B C) : Hom A C

= comp (< i> Path X A ( g@i ) ) f [ ]

From here should be clear what it meant to be groupoid interpretation of path
type in type theory. In the same way we can construct categories of

∏
and

∑
types. In Issue VIII: Topos Theory such categories will be given.

7.3.3 Функцiональна екстенсiональнiсть

Definition 98. (funExt-Formation)
funext_form (A B: U) ( f g : A −> B) : U

= Path (A −> B) f g

Definition 99. (funExt-Introduction)
funext (A B: U) ( f g : A −> B) (p : ( x :A) −> Path B ( f x ) ( g x ) )

: funext_form A B f g
= < i> \( a : A) −> p a @ i

Definition 100. (funExt-Elimination)
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happly (A B: U) ( f g : A −> B) (p : funext_form A B f g ) (x : A)
: Path B ( f x ) ( g x )
= cong (A −> B) B (\( h : A −> B) −> apply A B h x) f g p

Definition 101. (funExt-Computation)
funext_Beta (A B: U) ( f g : A −> B) (p : ( x :A) −> Path B ( f x ) ( g x ) )

: ( x :A) −> Path B ( f x ) ( g x )
= \(x :A) −> happly A B f g ( funext A B f g p) x

Definition 102. (funExt-Uniqueness)
funext_Eta (A B: U) ( f g : A −> B) (p : Path (A −> B) f g )

: Path (Path (A −> B) f g ) ( funext A B f g ( happly A B f g p ) ) p
= r e f l ( Path (A −> B) f g ) p

7.3.4 Пулбеки
Definition 103. (Пулбек).
pul lback (A B C:U) ( f : A −> C) ( g : B −> C) : U

= ( a : A)
∗ (b : B)
∗ Path C ( f a ) ( g b)

pb1 (A B C: U) ( f : A −> C) ( g : B −> C)
: pu l lback A B C f g −> A
= \(x : pu l lback A B C f g ) −> x . 1

pb2 (A B C: U) ( f : A −> C) ( g : B −> C)
: pu l lback A B C f g −> B
= \(x : pu l lback A B C f g ) −> x . 2 . 1

pb3 (A B C: U) ( f : A −> C) ( g : B −> C)
: ( x : pu l lback A B C f g ) −> Path C ( f x . 1 ) ( g x . 2 . 1 )
= \(x : pu l lback A B C f g ) −> x . 2 . 2

Definition 104. (Ядро).
ke rne l (A B: U) ( f : A −> B) : U

= pul lback A A B f f

Definition 105. (Гомотопiчне розшарування).
ho f i b e r (A B: U) ( f : A −> B) (y : B) : U

= pul lback A uni t B f (\ ( x : un i t ) −> y )

Definition 106. (Пулбек Квадрат).
pul lbackSq (Z A B C: U) ( f : A −> C) ( g : B −> C) ( z1 : Z −> A) ( z2 : Z −> B) : U

= (h : ( z : Z) −> Path C ( ( o Z A C f z1 ) z ) ( ( ( o Z B C g z2 ) ) z ) )
∗ i sEquiv Z ( pu l lback A B C f g ) ( induced Z A B C f g z1 z2 h)

Theorem 22. (Iснування пулбеку).
completePul lback (A B C: U) ( f : A −> C) ( g : B −> C)

: pul lbackSq ( pu l lback A B C f g ) A B C f g ( pb1 A B C f g ) ( pb2 A B C f g )
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7.3.5 Пушаути та фiбрацiї

Definition 107. (Pushout). One of the notable examples is pushout as it’s used
to define the cell attachment formally, as others cofibrant objects.

data pushout (A B C: U) ( f : C −> A) ( g : C −> B)
= po1 (_: A)
| po2 (_: B)
| po3 ( c : C) < i> [ ( i = 0) −> po1 ( f c ) ,

( i = 1) −> po2 ( g c ) ]

Definition 108. (Fibration-1) Dependent fiber bundle derived from Path con-
tractability.

isFBundle1 (B: U) (p : B −> U) (F : U) : U
= (_: (b : B) −> i sContr (Path U (p b) F) )
∗ ( ( x : Sigma B p) −> B)

Definition 109. (Fibration-2). Dependent fiber bundle derived from surjective
function.

isFBundle2 (B: U) (p : B −> U) (F : U) : U
= (V: U)
∗ (v : s u r j e c t i v e V B)
∗ ( ( x : V) −> Path U (p (v . 1 x ) ) F)

Definition 110. (Fibration-3). Non-dependent fiber bundle derived from fiber
truncation.

im1 (A B: U) ( f : A −> B) : U = (b : B) ∗ pTrunc ( ( a :A) ∗ Path B ( f a ) b)
BAut (F : U) : U = im1 un i t U (\( x : un i t ) −> F)
unitIm1 (A B: U) ( f : A −> B) : im1 A B f −> B = \(x : im1 A B f ) −> x . 1
unitBAut (F : U) : BAut F −> U = unitIm1 uni t U (\( x : un i t ) −> F)

isFBundle3 (E B: U) (p : E −> B) (F : U) : U
= (X: B −> BAut F)
∗ ( c l a s s i f y B (BAut F) (\ ( b : B) −> f i b e r E B p b) ( unitBAut F) X) where
c l a s s i f y (A’ A: U) (E ’ : A’ −> U) (E: A −> U) ( f : A’ −> A) : U

= ( x : A’ ) −> Path U (E’ ( x ) ) (E( f ( x ) ) )

Definition 111. (Fibration-4). Non-dependen fiber bundle derived as pullback
square.

isFBundle4 (E B: U) (p : E −> B) (F : U) : U
= (V: U)
∗ (v : s u r j e c t i v e V B)
∗ (v ’ : prod V F −> E)
∗ pul lbackSq ( prod V F) E V B p v . 1 v ’ (\ ( x : prod V F) −> x . 1 )

7.3.6 Еквiвалентнiсть, Iзоморфiзм, Унiвалентнiсть

Definition 112. (Equivalence).
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f i b e r (A B: U) ( f : A −> B) (y : B) : U = ( x : A) ∗ Path B y ( f x )
i s S i n g l e t o n (X:U) : U = ( c :X) ∗ ( ( x :X) −> Path X c x )
i sEquiv (A B: U) ( f : A −> B) : U = ( y : B) −> i sContr ( f i b e r A B f y )
equiv (A B: U) : U = ( f : A −> B) ∗ i sEquiv A B f

Definition 113. (Surjective).
i s S u r j e c t i v e (A B: U) ( f : A −> B) : U

= (b : B) ∗ pTrunc ( f i b e r A B f b)

s u r j e c t i v e (A B: U) : U
= ( f : A −> B)
∗ i s S u r j e c t i v e A B f

Definition 114. (Injective).
i s I n j e c t i v e ’ (A B: U) ( f : A −> B) : U

= (b : B) −> i sProp ( f i b e r A B f b)

i n j e c t i v e (A B: U) : U
= ( f : A −> B)
∗ i s I n j e c t i v e A B f

Definition 115. (Embedding).
isEmbedding (A B: U) ( f : A −> B) : U

= ( x y : A) −> i sEquiv (Path A x y ) (Path B ( f x ) ( f y ) ) ( cong A B f x y )

embedding (A B: U) : U
= ( f : A −> B)
∗ isEmbedding A B f

Definition 116. (Half-adjoint Equivalence).
i sHae (A B: U) ( f : A −> B) : U

= ( g : B −> A)
∗ ( eta_: Path ( id A) ( o A B A g f ) ( id fun A) )
∗ ( eps_: Path ( id B) ( o B A B f g ) ( id fun B) )
∗ ( ( x : A) −> Path B ( f ( ( eta_ @ 0) x ) ) ( ( eps_ @ 0) ( f x ) ) )

hae (A B: U) : U
= ( f : A −> B)
∗ isHae A B f

Iзоморфiзм.

Definition 117. (iso-Formation)
i s o_Form (A B: U) : U = i s I s o A B −> Path U A B

Definition 118. (iso-Introduction)
i s o_Int ro (A B: U) : i s o_Form A B

Definition 119. (iso-Elimination)
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i s o_Elim (A B: U) : Path U A B −> i s I s o A B

Definition 120. (iso-Computation)
i s o_Comp (A B : U) (p : Path U A B)

: Path (Path U A B) ( i s o_Int ro A B ( i s o_Elim A B p ) ) p

Definition 121. (iso-Uniqueness)
i s o_Uniq (A B : U) (p : i s I s o A B)

: Path ( i s I s o A B) ( i s o_Elim A B ( i s o_Int ro A B p ) ) p

Унiвалентнiсть.

Definition 122. (uni-Formation)
univ_Formation (A B: U) : U = equiv A B −> Path U A B

Definition 123. (uni-Introduction)
equivToPath (A B: U) : univ_Formation A B

= \(p : equiv A B) −> < i> Glue B [ ( i=0) −> (A, p ) ,
( i=1) −> (B, subst U ( equiv B) B B (<_>B) ( idEquiv B) ) ]

Definition 124. (uni-Elimination)
pathToEquiv (A B: U) (p : Path U A B) : equiv A B

= subst U ( equiv A) A B p ( idEquiv A)

Definition 125. (uni-Computation)
eqToEq (A B : U) (p : Path U A B)

: Path (Path U A B) ( equivToPath A B ( pathToEquiv A B p ) ) p
= <j i> l e t Ai : U = p@i in Glue B

[ ( i=0) −> (A, pathToEquiv A B p ) ,
( i=1) −> (B, pathToEquiv B B (<k> B) ) ,
( j=1) −> ( p@i , pathToEquiv Ai B (<k> p @ ( i \/ k ) ) ) ]

Definition 126. (uni-Uniqueness)
transPathFun (A B : U) (w: equiv A B)

: Path (A −> B) w.1 ( pathToEquiv A B ( equivToPath A B w) ) . 1

7.4 Вищi iндуктивнi типи
CW-complexes are central to HoTT and appear in cubical type checkers as HITs.
Unlike inductive types (recursive trees), HITs encode CW-complexes, capturing
points (0-cells) and higher paths (n-cells). The definition of an HIT specifies
a CW-complex through cubical composition, an initial algebra in the cubical
model.
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7.4.1 Suspension
The suspension ΣA of a type A is a higher inductive type that constructs a new
type by adding two points, called poles, and paths connecting each point of A
to these poles. It is a fundamental construction in homotopy theory, often used
to shift homotopy groups, e.g., obtaining Sn+1 from Sn.

Definition 127. (Formation). For any type A : U, there exists a suspension
type ΣA : U.

Definition 128. (Constructors). For a type A : U, the suspension ΣA : U is
generated by the following higher inductive compositional structure:

Σ :=


north
south
merid : (a : A) → north ≡ south

de f Σ (A: U) : U
:= i nduc t i v e { north

| south
| merid ( a : A) : north ≡ south
}

Theorem 23. (Elimination). For a family of types B : ΣA → U, points n :
B(north), s : B(south), and a family of dependent paths

m : Π(a : A),PathOver(B,merid(a), n, s),

there exists a dependent map IndΣA : (x : ΣA) → B(x), such that:
IndΣA(north) = n

IndΣA(south) = s

IndΣA(merid(a, i)) = m(a, i)

de f PathOver (B: Σ A −> U) ( a : A) (n : B north ) ( s : B south ) : U
:= PathP (λ i , B ( merid a @ i ) ) n s

de f IndΣA (A: U) (B: Σ A −> U) (n : B north ) ( s : B south )
(m: ( a : A) −> PathOver B ( merid a ) n s ) : ( x : Σ A) −> B x

:= s p l i t { north −> n | south −> s | merid a @ i −> m a @ i }

Theorem 24. (Computation).

IndΣA(north) = nIndΣA(south) = sIndΣA(merid(a, i)) = m(a, i)

de f Σ−β (A: U) (B: ΣA −> U) (n : B north ) ( s : B south )
(m: ( a : A) −> PathOver B ( merid a ) n s ) ( x : Σ A)

: Path (B x) (Σ−I A B n s m x)
s p l i t { north −> n | south −> s | merid a @ i −> m a @ i }

Theorem 25. (Uniqueness). Any two maps h1, h2 : (x : ΣA) → B(x) are ho-
motopic if they agree on north, south, and merid, i.e., if h1(north) = h2(north),
h1(south) = h2(south), and h1(merid a) = h2(merid a) for all a : A.
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7.4.2 Pushout
The pushout (amalgamation) is a higher inductive type that constructs a type
by gluing two types A and B along a common type C via maps f : C → A and
g : C → B. It is a fundamental construction in homotopy theory, used to model
cell attachment and cofibrant objects, generalizing the topological notion of a
pushout.

Definition 129. (Formation). For types A,B,C : U and maps f : C → A,
g : C → B, there exists a pushout ⊔(A,B,C, f, g) : U.

Definition 130. (Constructors). The pushout is generated by the following
higher inductive compositional structure:

⊔ :=


po1 : A → ⊔(A,B,C, f, g)

po2 : B → ⊔(A,B,C, f, g)

po3 : (c : C) → po1(f(c)) ≡ po2(g(c))

de f ⊔ (A B C: U) ( f : C −> A) ( g : C −> B) : U
:= i nduc t i v e { po1 ( a : A)

| po2 (b : B)
| po3 ( c : C) : po1 ( f ( c ) ) ≡ po2 ( g ( c ) )
}

Theorem 26. (Elimination). For a type D : U, maps u : A → D, v : B → D,
and a family of paths p : (c : C) → u(f(c)) ≡ v(g(c)), there exists a map
Ind⊔ : ⊔(A,B,C, f, g) → D, such that:

Ind⊔(po1(a)) = u(a)

Ind⊔(po2(b)) = v(b)

Ind⊔(po3(c, i)) = p(c, i)

de f PathOver (A B C : U) ( f : C → A) ( g : C → B)
(D : ⊔ A B C f g → U)
( c : C) (u : D (po1 ( f c ) ) ) ( v : D (po2 ( g c ) ) ) : U

:= PathP (λ i , D ( po3 c i ) ) u v

de f Ind⊔ : (A B C : U) ( f : C → A) ( g : C → B)
(D : ⊔ A B C f g → U)
(u : ( a : A) → D (po1 a ) )
( v : (b : B) → D (po2 b ) )
(p : ( c : C) → PathOver D c (u ( f c ) ) ( v ( g c ) ) )

: ( x : ⊔ A B C f g ) → D x
:= s p l i t { po1 a → u a | po2 b → v b | po3 c @ i → p c @ i }

Theorem 27. (Computation). For x : ⊔(A,B,C, f, g),
Ind⊔(po1(a)) ≡ u(a)

Ind⊔(po2(b)) ≡ v(b)

Ind⊔(po3(c, i)) ≡ p(c, i)
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Theorem 28. (Uniqueness). Any two maps u, v : ⊔(A,B,C, f, g) → D are
homotopic if they agree on po1, po2, and po3, i.e., if u(po1(a)) = v(po1(a)) for
all a : A, u(po2(b)) = v(po2(b)) for all b : B, and u(po3(c)) = v(po3(c)) for all
c : C.

Example 6. (Cell Attachment) The pushout models the attachment of an n-
cell to a space X. Given f : Sn−1 → X and inclusion g : Sn−1 → Dn, the pushout
⊔(X,Dn, Sn−1, f, g) is the space X ∪f D

n, attaching an n-disk to X along f.

Sn−1 X

Dn X ∪f D
n

f

g

7.4.3 Spheres
Spheres are higher inductive types with higher-dimensional paths, representing
fundamental topological spaces.

Definition 131. (Pointed n-Spheres) The n-sphere Sn is defined recursively as
a type in the universe U using general recursion over dimensions:

Sn :=


point : Sn,
surface : < i1, ...in > [ (i1 = 0) → point, (i1 = 1) → point, ...

(in = 0) → point, (in = 1) → point ]

Definition 132. (n-Spheres via Suspension) The n-sphere Sn is defined recur-
sively as a type in the universe U using general recursion over natural numbers
N. For each n ∈ N, the type Sn : U is defined as:

Sn :=

{
S0 = 2,

Sn+1 = Σ(Sn).

de f sphere : N → U := N-iter U 2 Σ

This iterative definition applies the suspension functor Σ to the base type 2
(0-sphere) n times to obtain Sn.

Example 7. (Sphere as CW-Complex) The n-sphere Sn can be constructed as
a CW-complex with one 0-cell and one n-cell:

X0 = {base}, one point
Xk = X0 for 0 < k < n, no additional cells
Xn : Attachment of an n-cell to Xn−1 = {base} along f : Sn−1 → {base}

The constructor cell attaches the boundary of the n-cell to the base point,
yielding the type Sn.
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7.4.4 Hub and Spokes
The hub and spokes construction ⊙ defines an n-truncation, ensuring that the
type has no non-trivial homotopy groups above dimension n. It models the type
as a CW-complex with a hub (central point) and spokes (paths to points).

Definition 133. (Formation). For types S,A : U, there exists a hub and spokes
type ⊙ (S,A) : U.

Definition 134. (Constructors). The hub and spokes type is freely generated
by the following higher inductive compositional structure:

⊙ :=


base : A → ⊙ (S,A)

hub : (S → ⊙ (S,A)) → ⊙ (S,A)

spoke : (f : S → ⊙ (S,A)) → (s : S) → hub(f) ≡ f(s)

de f ⊙ (S A: U) : U
:= i nduc t i v e { base (x : A)

| hub ( f : S −> ⊙ S A)
| spoke ( f : S −> ⊙ S A) ( s : S ) : hub f ≡ f s
}

Theorem 29. (Elimination). For a family of types P : HubSpokesSA → U,
maps pbase : (x : A) → P(base x), phub : (f : S → HubSpokesSA) → P(hub f),
and a family of paths pspoke : (f : S → HubSpokesSA) → (s : S) → PathP (<
i > P(spoke f s@ i)) (phub f) (P(f s)), there exists a map hubSpokesInd : (z :
HubSpokesSA) → P(z), such that:

Ind⊙ (base x) = pbase x
Ind⊙ (hub f) = phub f

Ind⊙ (spoke f s@ i) = pspoke f s@ i



134 Роздiл 7. Бiблiотека вищих мов

7.4.5 Truncation
Set Truncation

Definition 135. (Formation). Set truncation (0-truncation), denoted ∥A∥0,
ensures that the type is a set, with homotopy groups vanishing above dimension
0.

Definition 136. (Constructors). For A : U, ∥A∥0 : U is defined by the following
higher inductive compositional structure:

∥_∥0 :=

{
inc : A → ∥A∥0
squash : (a, b : ∥A∥0) → (p, q : a ≡ b) → p ≡ q

de f ∥_∥0 (A: U) : U
:= i nduc t i v e { inc ( a : A)

| squash ( a b : ∥A∥0 ) (p q : Path (∥A∥0 ) a b)
< i j> [ ( i = 0) −> p @ j , ( i = 1) −> q @ j ,

( j = 0) −> a , ( j = 1) −> b ]
}

Theorem 30. (Elimination ∥A∥0) For a set B : U (i.e., isSet(B)), and a map
f : A → B, there exists setTruncRec : ∥A∥0 → B, such that Ind∥A∥0

(inc(a)) =
f(a).

Groupoid Truncation

Definition 137. (Formation). Groupoid truncation (1-truncation), denoted
∥A∥1, ensures that the type is a 1-groupoid, with homotopy groups vanishing
above dimension 1.

Definition 138. (Constructors). For A : U, ∥A∥1 : U is defined by the following
higher inductive compositional structure:

∥_∥1 :=

{
inc : A → ∥A∥1
squash : (a, b : ∥A∥1) → (p, q : a ≡ b) → (r, s : p ≡ q) → r ≡ s

de f ∥_∥1 (A: U) : U
:= i nduc t i v e { inc ( a : A)

| squash ( a b : ∥A∥1 ) (p q : Path (∥A∥1 ) a b)
( r s : Path (Path (∥A∥1 ) a b) p q ) < i j k>
[ ( i = 0) −> r @ j @ k , ( i = 1) −> s @ j @ k ,

( j = 0) −> p @ k , ( j = 1) −> q @ k ,
( k = 0) −> a , ( k = 1) −> b ]

}

Theorem 31. (Elimination ∥A∥1) For a 1-groupoid B : U (i.e., isGroupoid(B)),
and a map f : A → B, there exists Ind∥A∥1

: ∥A∥1 → B, such that
Ind∥A∥1

(inc(a)) = f(a).
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7.4.6 Quotients
Set Quotient Spaces

Quotient spaces are a powerful computational tool in type theory, embedded in
the core of Lean.

Definition 139. (Formation). Set quotient spaces construct a type A, quo-
tiented by a relation R : A → A → U, ensuring that the result is a set.

Definition 140. (Constructors). For a type A : U and a relation R : A → A →
U, the set quotient space A/R : U is freely generated by the following higher
inductive compositional structure:

A/R :=


quot : A → A/R

ident : (a, b : A) → R(a, b) → quot(a) ≡ quot(b)
trunc : (a, b : A/R) → (p, q : a ≡ b) → p ≡ q

de f / (A: U) (R: A −> A −> U) : U
:= i nduc t i v e { quot ( a : A)

| ident ( a b : A) ( r : R a b) : quot ( a ) ≡ quot (b)
| trunc ( a b : / A R) (p q : Path (/ A R) a b)

< i j> [ ( i = 0) −> p @ j , ( i = 1) −> q @ j ,
( j = 0) −> a , ( j = 1) −> b ]

}

Theorem 32. (Elimination). For a family of types B : A/R → U with isSet(Bx),
and maps f : (x : A) → B(quot(x)), g : (a, b : A) → (r : R(a, b)) → PathP(< i >
B(ident(a, b, r) @ i))(f(a))(f(b)), there exists IndA/R : Π(x : A/R), B(x), such
that IndA/R(quot(a)) = f(a).

Groupoid Quotient Spaces

Definition 141. (Formation). Groupoid quotient spaces extend set quo-
tient spaces to produce a 1-groupoid, including constructors for higher paths.
Groupoid quotient spaces construct a type A, quotiented by a relation R : A →
A → U, ensuring that the result is a groupoid.

Definition 142. (Constructors). For a type A : U and a relation R : A → A →
U, the groupoid quotient space A//R : U includes constructors for points, paths,
and higher paths, ensuring a 1-groupoid structure.
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7.4.7 Wedge
The wedge of two pointed types A and B, denoted A∨ B, is a higher inductive
type representing the union of A and B with identified base points. Topologically,
it corresponds to A× {y0}∪ {x0}× B, where x0 and y0 are the base points of A
and B, respectively.

Definition 143. (Formation). For pointed types A,B : pointed, the wedge
A∨ B : U.

Definition 144. (Constructors). The wedge is generated by the following higher
inductive compositional structure:

∨ :=


winl : A.1 → A∨ B

winr : B.1 → A∨ B

wglue : winl(A.2) ≡ winr(B.2)

de f ∨ (A : pointed ) (B : pointed ) : U
:= i nduc t i v e { winl ( a : A. 1 )

| winr (b : B. 1 )
| wglue : winl (A. 2 ) ≡ winr (B. 2 )
}

Theorem 33. (Elimination). For a type P : A ∨ BU, maps f : A.1 → C,
g : B.1 → C, and a path p : PathOverlue(P, f(A.2), g(B.2)), there exists a map
Ind∨ : A∨ B → C, such that:

Ind(winl(a)) = f(a)

Ind(winr(b)) = g(b)

Ind(wglue(x)) = p(x)

de f PathOverGlue : (P : A ∨ B →U)
(p : P ( i n l (A. 2 ) ) ) ( q : P ( i n r (B. 2 ) ) ) : U

:= PathP (λ i → P ( wglue i ) ) p q

de f Ind∨ (A B : pointed ) (C : U) ( f : A. 1 −> C) ( g : B. 1 −> C)
(p : Path C ( f A. 2 ) ( g B. 2 ) )

: A ∨ B −> C
:= s p l i t { winl a −> f a | winr b −> g b | wglue @ x −> p @ x }

Theorem 34. (Computation). For z : Wedge AB,
Ind∨(winl a) ≡ f(a)

Ind∨(winr b) ≡ g(b)

Ind∨(wglue @ x) ≡ p@ x

Theorem 35. (Uniqueness). Any two maps h1, h2 : Wedge AB → C are homo-
topic if they agree on winl, winr, and wglue, i.e., if h1(winl a) = h2(winl a) for
all a : A.1, h1(winr b) = h2(winr b) for all b : B.1, and h1(wglue) = h2(wglue).
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7.4.8 Smash Product
The smash product of two pointed types A and B, denoted A ∧ B, is a higher
inductive type that quotients the product A × B by the pushout A ⊔ B. It
represents the space A×B/(A× {y0}∪ {x0}×B), collapsing the wedge to a single
point.

Definition 145. (Formation). For pointed types A,B : pointed, the smash
product A∧ B : U.

Definition 146. (Constructors). The smash product is generated by the fol-
lowing higher inductive compositional structure:

A∧ B :=



basel : A∧ B

baser : A∧ B

proj(x : A.1)(y : B.1) : A∧ B

gluel(a : A.2) : proj(a, B.2) ≡ basel
gluer(b : B.2) : proj(A.2, b) ≡ baser

de f ∧ (A : pointed ) (B : pointed ) : U
:= i nduc t i v e { ba s e l

| baser
| p ro j ( a : A. 1 ) (b : B. 1 )
| g l u e l ( a : A. 2 ) : p ro j ( a ,B. 2 ) ≡ bas e l
| g l u e r ( a : B. 2 ) : p ro j (A. 2 , b) ≡ baser
}

Theorem 36. (Elimination). For a family of types P : Smash AB → U, points
pbasel : P(basel), pbaser : P(baser), maps pproj : (x : A.1) → (y : B.1) →
P (proj xy), and a family of paths pgluel : (a : A.1) → pproj(a, B.2) ≡ pbasel,
pgluer : (b : B.1) → pproj(A.2, b) ≡ pbaser, there exists a map Ind∧ : (z :
A∧ B) → P(z), such that:

Ind∧ (basel) = pbasel
Ind∧ (baser) = pbaser
Ind∧ (proj xy) = pproj xy
Ind∧ (gluela@ i) = pgluela@ i

Ind∧ (gluerb@ i) = pgluerb@ i

de f Ind∧ (A B : pointed ) (P : A ∧ B −> U)
( pbase l : P ba s e l ) ( pbaser : P baser )
( pproj : ( x : A. 1 ) −> ( y : B. 1 ) −> P ( pro j x y ) )
( pg l u e l : ( a : A. 1 ) −> PathP (< i> P ( g l u e l a @ i ) ) ( pproj a B. 2 ) pbase l )
( pg luer : (b : B. 1 ) −> PathP (< i> P ( g lu e r b @ i ) ) ( pproj A. 2 b) pbaser )

: ( z : A ∧ B) −> P z
:= s p l i t { ba s e l −> pbase l | baser −> pbaser | p ro j x y −> pproj x y

| g l u e l a @ i −> pg lu e l a @ i | g l u e r b @ i −> pg luer b @ i }



138 Роздiл 7. Бiблiотека вищих мов

Theorem 37. (Computation). For a family of types P : A ∧ B → U,
points pbasel : P(basel), pbaser : P(baser), map pproj : (x : A.1) → (y :
B.1) → P(proj xy), and families of paths pgluel : (a : A.1) → PathP (<
i > P(gluela@ i)) (pprojaB.2) pbasel, pgluer : (b : B.1) → PathP (< i >
P(gluerb@ i)) (pprojA.2 b) pbaser, the map Ind∧ : (z : A ∧ B) → P(z) satisfies
all equations for all variants of the predicate P:

Ind∧ (basel) ≡ pbasel
Ind∧ (baser) ≡ pbaser
Ind∧ (proj xy) ≡ pproj xy
Ind∧ (gluela@ i) ≡ pgluela@ i

Ind∧ (gluerb@ i) ≡ pgluerb@ i

Theorem 38. (Uniqueness). For a family of types P : A ∧ B → U,
and maps h1, h2 : (z : A ∧ B) → P(z), if there exist paths ebasel :
h1(basel) ≡ h2(basel), ebaser : h1(baser) ≡ h2(baser), eproj : (x : A.1) →
(y : B.1) → h1(proj xy) ≡ h2(proj xy), egluel : (a : A.1) → PathP (<
i > h1(gluela@ i) ≡ h2(gluela@ i)) (eproj aB.2) ebasel, egluer : (b : B.1) →
PathP (< i > h1(gluerb@ i) ≡ h2(gluerb@ i)) (eproj A.2 b) ebaser, then h1 ≡
h2, i.e., there exists a path (z : A∧ B) → h1(z) ≡ h2(z).



7.4. Вищi iндуктивнi типи 139

7.4.9 Join
The join of two types A and B, denoted A ∨ B, is a higher inductive type
that constructs a type by joining each point of A to each point of B via a
path. Topologically, it corresponds to the join of spaces, forming a space that
interpolates between A and B.

Definition 147. (Formation). For types A,B : U, the join A ∗ B : U.

Definition 148. (Constructors). The join is generated by the following higher
inductive compositional structure:

A∨ B :=


joinl : A → A∨ B

joinr : B → A∨ B

join(a : A)(b : B) : joinl(a) ≡ joinr(b)

de f ∨ (A : U) (B : U) : U
:= i nduc t i v e { j o i n l ( a : A)

| j o i n r (b : B)
| j o i n ( a : A) (b : B) : j o i n l ( a ) ≡ j o i n r (b)
}

Theorem 39. (Elimination). For a type C : U, maps f : A → C, g : B → C,
and a family of paths h : (a : A) → (b : B) → f(a) ≡ g(b), there exists a map
Ind∨ : A∨ B → C, such that:

Ind∨(joinl(a)) = f(a)

Ind∨(joinr(b)) = g(b)

Ind∨(join(a, b, i)) = h(a, b, i)

de f Ind∨ (A B C : U) ( f : A −> C) ( g : B −> C)
(h : ( a : A) −> (b : B) −> Path C ( f a ) ( g b ) )

: A ∨ B −> C
:= s p l i t { j o i n l a −> f a

| j o i n r b −> g b
| j o i n a b @ i −> h a b @ i
}

Theorem 40. (Computation). For all z : A ∨ B, and predicate P, the rules of
Ind∨ hold for all parameters of the predicate P.

Theorem 41. (Uniqueness). Any two maps h1, h2 : A∨B → C are homotopic
if they agree on joinl, joinr, and join.
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7.4.10 Colimit
Colimits construct the limit of a sequence of types, connected by maps, e.g.,
propositional truncations.

Definition 149. (Colimit) For a sequence of types A : nat → U and maps
f : (n : N) → An → A(succ(n)), the colimit type colimit(A, f) : U.

colim :=

{
ix : (n : nat) → An → colimit(A, f)

gx : (n : nat) → (a : A(n)) → ix(succ(n), f(n, a)) ≡ ix(n, a)

de f c o l im i t (A : nat −> U) ( f : (n : nat ) −> A n −> A ( succ n ) ) : U
:= i nduc t i v e { ix (n : nat ) ( x : A n)

| gx (n : nat ) ( a : A n)
< i> [ ( i=0) −> i x ( succ n) ( f n a ) ,

( i=1) −> i x n a ]
}

Theorem 42. (Elimination colimit) For a type P : colimit Af → U, with
p : (n : nat) → (x : An) → P(ix(n, x)) and q : (n : nat) →
(a : An) → PathP(⟨i⟩P(gx(n, a)@i))(p(succ n)(fna))(pna), there exists i :
Πx:colimit AfP(x), such that i(ix(n, x)) = pnx.



7.4. Вищi iндуктивнi типи 141

7.4.11 Coequalizers
Coequalizer

The coequalizer of two maps f, g : A → B is a higher inductive type (HIT)
that constructs a type consisting of elements in B, where f and g agree, along
with paths ensuring this equality. It is a fundamental construction in homotopy
theory, capturing the subspace of B where f(a) = g(a) for a : A.

Definition 150. (Formation). For types A,B : U and maps f, g : A → B, the
coequalizer coeq ABfg : U.

Definition 151. (Constructors). The coequalizer is generated by the following
higher inductive compositional structure:

Coeq :=

{
inC : B → Coeq(A,B, f, g)

glueC : (a : A) → inC(f(a)) ≡ inC(g(a))

de f Coeq (A B: U) ( f g : A −> B) : U
:= i nduc t i v e { inC (b : B)

| glueC ( a : A) : inC ( f a ) ≡ inC ( g a )
}

Theorem 43. (Elimination). For a type C : U, map h : B → C, and a family
of paths y : (x : A) → PathC(h(fx), h(gx)), there exists a map coequRec :
coeq ABfg → C, such that:{

coequRec(inC(x)) = h(x)

coequRec(glueC(x, i)) = y(x, i)

de f coequRec (A B C : U) ( f g : A −> B) (h : B −> C)
(y : ( x : A) −> Path C (h ( f x ) ) (h ( g x ) ) )

: ( z : coeq A B f g ) −> C
:= s p l i t { inC x −> h x | glueC x @ i −> y x @ i }

Theorem 44. (Computation). For z : coeq ABfg,{
coequRec(inC x) ≡ h(x)

coequRec(glueC x@ i) ≡ y(x)@ i

Theorem 45. (Uniqueness). Any two maps h1, h2 : coeq ABfg → C are homo-
topic if they agree on inC and glueC, i.e., if h1(inC x) = h2(inC x) for all x : B
and h1(glueC a) = h2(glueC a) for all a : A.

Example 8. (Coequalizer as Subspace) The coequalizer coeq ABfg represents
the subspace of B, where f(a) = g(a). For example, if A = B = R and f(x) = x2,
g(x) = x, the coequalizer captures the points where x2 = x, i.e., {0, 1}.
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Path Coequalizer

The path coequalizer is a higher inductive type that generalizes the coequal-
izer to handle pairs of paths in B. Given a map p : A → (b1, b2 : B) ×
(PathB(b1, b2)) × (PathB(b1, b2)), it constructs a type where elements of A
generate pairs of paths between points in B, with paths connecting the endpoints
of these paths.

Definition 152. (Formation). For types A,B : U and a map p : A → (b1, b2 :
B)× (b1 ≡ b2)× (b1 ≡ b2), there exists a path coequalizer Coeq≡(A,B, p) : U.

Definition 153. (Constructors). The path coequalizer is generated by the fol-
lowing higher inductive compositional structure:

Coequ≡ :=

{
inP : B → Coeq≡(A,B, p)

glueP : (a : A) → inP(p(a).2.2.1@0) ≡ inP(p(a).2.2.2@1)

data Coeq−≡ (A B: U) (p : A −> Σ ( b1 b2 : B) , b1 ≡ b2 × b1 ≡ b2 )
= inP (b : B)
| glueP ( a :A) < i> [ ( i=0) −> inP ( ( p a ) . 2 . 2 . 1 @ 0) ,

( i=1) −> inP ( ( p a ) . 2 . 2 . 2 @ 1) ]

Theorem 46. (Elimination). For a type C : U, map h : B → C, and a family
of paths y : (a : A) → h(p(a).2.2.1@0) ≡ h(p(a).2.2.2@1), there exists a map
Ind-Coequ≡ : Coeq≡(A,B, p) → C, such that:{

coequPRec(inP(b)) = h(b)

coequPRec(glueP(a, i)) = y(a, i)

de f Ind−Coequ≡ (A B C : U)
(p : A −> Σ ( b1 b2 : B) (x : Path B b1 b2 ) , Path B b1 b2 )
(h : B −> C) (y : ( a : A) −> Path C (h ( ( ( p a ) . 2 . 2 . 1 ) @ 0) ) (h ( ( ( p a ) . 2 . 2 . 2 ) @ 1 ) ) )

: ( z : coeqP A B p) −> C
:= s p l i t { inP b −> h b | glueP a @ i −> y a @ i }

Theorem 47. (Computation). For z : coeqP ABp,{
coequPRec(inP b) ≡ h(b)

coequPRec(glueP a@ i) ≡ y(a)@ i

Theorem 48. (Uniqueness). Any two maps h1, h2 : coeqP ABp → C are ho-
motopic if they agree on inP and glueP, i.e., if h1(inP b) = h2(inP b) for all
b : B and h1(glueP a) = h2(glueP a) for all a : A.
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7.4.12 K(G,n)
Eilenberg-MacLane spaces K(G,n) have a single non-trivial homotopy group
πn(K(G,n)) = G. They are defined using truncations and suspensions.

Definition 154. (K(G,n)) For an abelian group G : abgroup, the type KGn(G) :
nat → U.

K(G,n) :=

{
n = 0⇝ discreteTopology(G)

n ≥ 1⇝ ∥Σn−1(K1 ′(G.1,G.2.1))∥n

de f KGn (G: abgroup ) : N −> U
:= s p l i t { zero −> d i s c r e t eTopo logy G

| succ n −> nTrunc (Σ (K1 ’ (G. 1 ,G. 2 . 1 ) ) n) ( succ n)
}

Theorem 49. (Elimination KGn) For n ≥ 1, a type B : U with
isNGroupoid(B, succ n), and a map f : suspension(K1 ′G) → B, there exists
recKGn : KGnG(succ n) → B, defined via nTruncRec.
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7.4.13 Localization
Localization constructs an F-local type from a type X, with respect to a family
of maps FA : S(a) → T(a).

Definition 155. (Localization Modality) For a family of maps FA : S(a) →
T(a), the F-localization LAST

F (X) : U.

LAF (X) :=



center : X → LFA
(X)

ext(a : A) → (S(a) → LFA
(X)) : T(a) → LFA

(X)

isExt(a : A)(f : S(a) → LFA
(X)) → (s : S(a)) : ext(a, f, F(a, s)) ≡ f(s)

extEq(a : A)(g, h : T(a) → LFA
(X))

(p : (s : S(a)) → g(F(a, s)) ≡ h(F(a, s)))

(t : T(a)) : g(t) ≡ h(t)

isExtEq : (a : A)(g, h : T(a) → LFA
(X))

(p : (s : S(a)) → g(F(a, s)) ≡ h(F(a, s)))

(s : S(a)) : extEq(a, g, h, p, F(a, s) ≡ p(s)

data Loca l i z e (A X: U) (S T: A −> U) (F : ( x :A) −> S x −> T x)
= c en te r ( x : X)
| ext ( a : A) ( f : S a −> Loca l i z e A X S T F) ( t : T a )
| i sExt ( a : A) ( f : S a −> Loca l i z e A X S T F) ( s : S a ) < i>

[ ( i=0) −> ext a f (F a s ) , ( i=1) −> f s ]
| extEq ( a : A) ( g h : T a −> Loca l i z e A X S T F)

(p : ( s : S a ) −> Path ( Loca l i z e A X S T F) ( g (F a s ) ) (h (F a s ) ) )
( t : T a ) < i> [ ( i=0) −> g t , ( i=1) −> h t ]

| isExtEq ( a : A) ( g h : T a −> Loca l i z e A X S T F)
(p : ( s : S a ) −> Path (T a −> Loca l i z e A X S T F) ( g (F a s ) ) (h (F a s ) ) )
( s : S a ) < i> [ ( i=0) −> extEq a g h p (F a s ) , ( i=1) −> p s ]

Theorem 50. (Localization Induction) For any P : ΠX:ULFA
(X) → U with

{n, r, s}, satisfying coherence conditions, there exists i : Πx:LFA
(X)P(x), such

that i · centerX = n.

Conclusion
HITs directly encode CW-complexes in HoTT, bridging topology and type the-
ory. They enable the analysis and manipulation of homotopical types.

7.5 Висновки
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Присвячується майстрам
тибетського буддизму

Атiша, Нагарджуна, Лонгченпа

У додатках ми використаємо три рiзних мови, та покаже два
застосування формальних мов: 1) формальна фiлософiя (на мовi OHTS;
2) формальний ввiд-вивiд для системної iнженерiї (на двох промислових
мовах Erlang та OCaml).

8.1 Формалiзацiя мадх’ямiки

Зараз я дам вам вiдчути смак формальної фiлософiї по-справжньому! А то
вам може здатися, що це канал з формальної математики, а не формальної
фiлософiї. Я ж вважаю, що якщо формальна фiлософiя не спирається на
формальну математику, то грiш цiна такiй формальнiй фiлософiї.

module buddhism where
import path

Сьогоднi ми будемо формалiзувати поняття недвоїстостi в буддизмi,
яке пов’язане одразу з багатьма концепцiями на рiвнях Сутри, Тантри та
Дзогчена: поняттям взаємозалежного виникнення та поняттям порожнечi
всiх феноменiв (Сутра Праджняпарамiти). Класичний приклад iз
розчленовуванням тiла ставить питання, коли тiло перестає бути людиною-
iстотою, якщо вiд нього почати вiдрубувати шматки м’яса (ми буддисти
любимо i лiлеєм такi уявнi образи-експерименти) або iншими словами,
щоб вiдрiзнити тiло вiд не-тiла, нам потрiбен двомiсний предикат (родина
типiв), функцiя, яка може iдентифiкувати конректнi два еклемпляри тiла.
Практично йдеться про iдентифiкацiю двох об’єктiв, тобто про звичайний
тип-рiвность Мартiна-Льофа.

145
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За фреймворк вiзьмемо концепти Готтлоба Фреге, згiдно з визначенням,
концепт - це предикат над об’єктом або, iншими словами, Пi-тип Мартiна-
Льофа, iндексований тип, сiм’я типiв, тривiальне розшарування тощо. Де
об’єкт x з o належить концепту, якщо сам концепт, параметризований цим
об’єктом, населений p(o) : U (де p : concept o).
concept ( o : U) : U

= o −> U

Концепт p повинен надавати приклад чи контрприклад розрiзнення,
тобто щоб визначити тiло це чи не тiло ще, поки ми його розчленовуємо, нам
потрiбно як мiнiмум два шматки: тiло i не тiло як приклади iдентифiкацiї.
Таким чином, недвоїстiсть може бути представлена як рiвнiсть мiж усiма
розшаруваннями (предекатами над об’єктами).
nondual ( o : U) (p : concept o ) : U

= ( x y : o ) −> Path U (p x ) (p y )

Отже, недвоїстiсть усуває рiзницю мiж прикладами i контрприкладами
на примордiальному рiвнi мандали MLTT, тобто iдентифiкує всi концепти.
Сама ж iдентифiкацiя класiв об’єктiв, якi належать рiзним концептам —
це умова, що стискає всi об’єкти в точку, або стягуваний простiр, вершина
конуса мандали MLTT, або, iншими словами, порожнеча всiх феноменiв
виражена як тип логiчної одиницi, який мiстить лише один елемент.
a l l p a t h s ( o : U) : U

= ( x y : o ) −> Path o x y

Формулювання буддiйської теореми недвоїстостi, яка поширюється всi
типи учнiв (тупих, середнiх i тямущих), може звучати так: недвоїстiсть
концепту є спосiб iдентифiкацiї його об’єктiв. Сформулюємо цю саму
теорему в iнший бiк: спосiб iдентифiкацiї об’єктiв задає предикат
неподвоїстостi концептiв. Туди — ((p: concept o) -> nondual o p) -> all-
paths o, Сюди — allpaths o -> ((p: concept o) -> nondual o p). I доведемо
її! Як видно з сигнатур нам лише треба побудувати функцiю транспорту
мiж двома просторами шляхiв: (p x) =U (p y) i x =o y. Скористаємося
приведенням шляху до стрiлки (coerce) та конгруентностi (cong) з базової
бiблiотеки.
encode ( o :U) : ( ( p : concept o ) −> nondual o p) −> a l l p a t h s o

= \(nd : (p : concept o ) −> nondual o p) ( a b : o )
−> coe r c e (Path o a a ) ( Path o a b ) ( nd (\ ( z : o)−>Path o a z ) a b ) ( r e f l o a )

decode ( o :U) : a l l p a t h s o −> ( ( p : concept o ) −> nondual o p)
= \( a l l : a l l p a t h s o ) ( p : concept o ) ( x y : o ) −> cong o U p x y ( a l l x y )

Як бачите, теоремка про порожнечу всiх феноменiв вийшла на кiлька
рядкiв, якi демонструють: 1) основи формальної фiлософiї та швидке
занурення в область математичної фiлософiї; 2) гарний приклад до першого
роздiлу HoTT на простiр шляхiв та модуль path1.

1https://favonia.org/files/thesis.pdf

https://favonia.org/files/thesis.pdf
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8.2 Формалiзацiя вводу-виводу для Coq/O-
Caml

CoInductive Co (E : E f f e c t . t ) : Type −> Type :=
| Bind : f o r a l l (A B : Type ) , Co E A −> (A −> Co E B) −> Co E B
| Sp l i t : f o r a l l (A : Type ) , Co E A −> Co E A −> Co E A
| Join : f o r a l l (A B : Type ) , Co E A −> Co E B −> Co E (A ∗ B) .
| Ret : f o r a l l (A : Type ) ( x : A) , Co E A
| Ca l l : f o r a l l (command : E f f e c t . command E) ,

Co E ( E f f e c t . answer E command)

De f i n i t i o n run ( argv : l i s t LStr ing . t ) : Co e f f e c t un i t :=
ido ! l og ( LStr ing . s "What i s your name?") in
i l e t ! name := read_l i n e in
match name with

| None => r e t t t
| Some name => l og ( LStr ing . s " He l lo " ++ name ++ LStr ing . s " ! " )

end .

Parameter i n f i n i t y : nat .
De f i n i t i o n eva l {A} (x : Co e f f e c t A) : Lwt . t A := eva l_aux i n f i n i t y x .

Fixpo int eva l_aux {A} ( s : nat ) ( x : Co e f f e c t A) : Lwt . t A :=
match s with

| O => e r r o r t t
| S s =>

match x with
| Bind _ _ x f => Lwt . bind ( eva l_aux s x ) ( fun v_x => eva l_aux s ( f v_x ) )
| S p l i t _ x y => Lwt . choose ( eva l_aux s x ) ( eva l_aux s y )
| Join _ _ x y => Lwt . j o i n ( eva l_aux s x ) ( eva l_aux s y )
| Ret _ v => Lwt . r e t v
| Ca l l c => eva l_command c

end
end .

CoFixpoint handle_commands : Co e f f e c t un i t :=
i l e t ! name := read_l i n e in
match name with

| None => r e t t t
| Some command =>

i l e t ! r e s u l t := l og ( LStr ing . s " Input : "
++ command ++ LStr ing . s " . " )

in handle_commands
end .

De f i n i t i o n launch (m: l i s t LStr ing . t −> Co e f f e c t un i t ) : un i t :=
l e t argv := L i s t .map St r ing . to_l s t r i n g Sys . argv in
Lwt . launch ( eva l (m argv ) ) .

D e f i n i t i o n corun ( argv : l i s t LStr ing . t ) : Co e f f e c t un i t :=
handle_commands .

De f i n i t i o n main := launch corun .
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8.3 Формалiзацiя вводу-виводу для PT-
S/BEAM

This work is expected to compile to a limited number of target platforms. For
now, Erlang, Haskell, and LLVM are awaiting. Erlang version is expected to
be used both on LING and BEAM Erlang virtual machines. This language
allows you to define trusted operations in System F and extract this routine to
Erlang/OTP platform and plug as trusted resources. As the example, we also
provide infinite coinductive process creation and inductive shell that linked to
Erlang/OTP IO functions directly.

IO protocol. We can construct in pure type system the state machine based
on (co)free monads driven by IO/IOI protocols. Assume that String is a List
Nat (as it is in Erlang natively), and three external constructors: getLine, put-
Line and pure. We need to put correspondent implementations on host platform
as parameters to perform the actual IO.

St r ing : Type = L i s t Nat
data IO : Type =

( getL ine : ( S t r ing −> IO) −> IO)
( putLine : S t r ing −> IO)
( pure : ( ) −> IO)

Infinity I/O Type

Infinity I/O Type Spec.

−− IOI/@: ( r : U) [ x : U] [ [ s : U] −> s −> [ s −> #IOI/F r s ] −> x ] x
\ ( r : ∗)

−> \/ (x : ∗)
−> (\/ ( s : ∗)

−> s
−> ( s −> #IOI/F r s )
−> x )

−> x

−− IOI/F
\ ( a : ∗)

−> \ ( State : ∗)
−> \/ (IOF : ∗)
−> \/ ( PutLine_ : #IOI/data −> State −> IOF)
−> \/ ( GetLine_ : (#IOI/data −> State ) −> IOF)
−> \/ ( Pure_ : a −> IOF)
−> IOF

−− IOI/MkIO
\ ( r : ∗)

−> \ ( s : ∗)
−> \ ( seed : s )
−> \ ( s tep : s −> #IOI/F r s )
−> \ (x : ∗)
−> \ (k : f o r a l l ( s : ∗) −> s −> ( s −> #IOI/F r s ) −> x )
−> k s seed step
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Infinite I/O Sample Program.
−− Morte/ c o r e cu r s i v e
( \ ( r : ∗1)
−> ( (((# IOI/MkIO r ) (#Maybe/@ #IOI/data ) ) (#Maybe/Nothing #IOI/data ) )

( \ (m: (#Maybe/@ #IOI/data ) )
−> ( ( ( ( (#Maybe/maybe #IOI/data ) m) ((#IOI/F r ) (#Maybe/@ #IOI/data ) ) )

( \ ( s t r : #IOI/data )
−> ((((# IOI/putLine r ) (#Maybe/@ #IOI/data ) ) s t r )

(#Maybe/Nothing #IOI/data ) ) ) )
(((# IOI/ getLine r ) (#Maybe/@ #IOI/data ) )
(#Maybe/ Just #IOI/data ) ) ) ) ) )

Erlang Coinductive Bindings.
copure ( ) −>

fun (_) −> fun ( IO) −> IO end end .

cogetL ine ( ) −>
fun ( IO) −> fun (_) −>

L = ch : l i s t ( i o : get_l i n e ("> " ) ) ,
ch : ap ( IO , [ L ] ) end end .

coputLine ( ) −>
fun (S) −> fun ( IO) −>

X = ch : u n l i s t (S ) ,
i o : put_chars ( " : "++X) ,
case X o f "0\n" −> l i s t ( [ ] ) ;

_ −> corec ( ) end end end .

co rec ( ) −>
ap ( ’ Morte ’ : c o r e cu r s i v e ( ) ,

[ copure ( ) , cogetL ine ( ) , coputLine ( ) , copure ( ) , l i s t ( [ ] ) ] ) .

> om_ext r a c t : e x t r a c t (" pr iv /normal/ IOI " ) .
ok
> Active : module loaded : { re loaded , ’ IOI ’ }

> om: corec ( ) .
> 1
: 1
> 0
: 0
#Fun<L i s t . 3 .113171260>

I/O Type

I/O Type Spec.
−− IO/@

\ ( a : ∗)
−> \/ ( IO : ∗)
−> \/ ( GetLine_ : (#IO/data −> IO) −> IO)
−> \/ ( PutLine_ : #IO/data −> IO −> IO)
−> \/ ( Pure_ : a −> IO)
−> IO
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−− IO/ rep l i cateM
\ (n : #Nat/@)

−> \ ( i o : #IO/@ #Unit/@)
−> #Nat/ f o l d n (#IO/@ #Unit/@)

(#IO/ [>> ] i o )
(#IO/pure #Unit/@ #Unit/Make)

Guarded Recursion I/O Sample Program.
−− Morte/ r e c u r s i v e
((#IO/ rep l i cateM #Nat/Five )
((((#IO/ [>>= ] #IO/data ) #Unit/@) #IO/ getLine ) #IO/putLine ) )

Erlang Inductive Bindings.
pure ( ) −>

fun ( IO) −> IO end .

getL ine ( ) −>
fun ( IO) −> fun (_) −>

L = ch : l i s t ( i o : get_l i n e ("> " ) ) ,
ch : ap ( IO , [ L ] ) end end .

putLine ( ) −>
fun (S) −> fun ( IO) −>

i o : put_chars ( " : "++ch : u n l i s t (S ) ) ,
ch : ap ( IO , [ S ] ) end end .

r e c ( ) −>
ap ( ’ Morte ’ : r e c u r s i v e ( ) ,

[ getL ine ( ) , putLine ( ) , pure ( ) , l i s t ( [ ] ) ] ) .

Here is example of Erlang/OTP shell running recursive example.
> om: rec ( ) .
> 1
: 1
> 2
: 2
> 3
: 3
> 4
: 4
> 5
: 5
#Fun<L i s t .28 .113171260>
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8.4 Словник термiнiв
З областi програмування:

Формальнi методи —
Система типiзацiї —
Типова сигнатура —
Iмплементацiя —
Iнтерпретатор —
Мова програмування —
Теорiя типiв —
Компiляцiя —
Базова бiблiотека —
Середовище виконання —
Вищi мови програмування —
BNF нотацiя —
Синтаксичне дерево —
Синтаксис —
Семантика —
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З обсластi математики:

STLC —
Логiка першого порядку —
Класичнi логiки —
Лямбда-числення —
Лямбда-куб —
Пi-числення —
Модальнi логiки —
Основи математики —
Математична (формальна) верифiкацiя —
Теорiя категорiй —
Теорiя топосiв —
Теорема Гьоделя про неповноту —
Логiки вищий порядкiв —
Iзоморфiзм —
Гомотопiчна теорiя типiв —
Диференцiальна топологiя —
Диференцiальна геометрiя —
Еквiварiантна модальна супер-гомотопiчна система —
Теорiя залежних типiв —
Числення конструкцiй —
Декартово-замкнена категорiя —
Числення iндуктивних конструкцiй —
Системи доведення теорем (прувери) —
Фiбрацiйнi математичнi прувери —
PTS система —
MLTT система —
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